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Resumen: La propuesta se fundamenta en los conceptos básicos relacionados con azar y
probabilidad, por considerarlos de vital importancia para que se logre la signiﬁcación de
juego justo desde eventos no equiprobables, por lo cual se hace necesaria la revisión histórica
del concepto de probabilidad según la evolución que dio paso a sus distintas interpretaciones,
recalcando las condiciones y motivaciones que antecedieron su desarrollo; el contexto al cual
está dirigida la propuesta también se especíﬁca, mencionando los alcances procedimentales
y conceptuales que se quieren alcanzar, al igual que los problemas especíﬁcos que se hacen
necesario superar.
Se revisan los principales antecedentes a considerar en relación a los aspectos disciplinares y
teóricos necesarios para la construcción e interpretación de la equiprobabilidad, enfatizando
en los obstáculos para la comprensión, el lenguaje involucrado, la teoría de juegos, la toma
de decisiones y el análisis de implicaciones entre conceptos tanto para la matemática como
en otras ciencias; todo en conjunto son los medios que fundamentan las evidencias de los
alcances en la comprensión del concepto de juego justo. El juego justo es visto como un
equilibrio entre pérdida y ganancia para los jugadores, comparable con teorías que hacen
uso de esta armonía necesaria para la funcionalidad del sistema, lo cual se promueve fun-
damentado en los estándares de matemáticas, los lineamientos curriculares y los modelos
activo y constructivista.
La metodología de las actividades que comprende el Objeto Vitual de Aprendizaje (OVA),
se organiza mediante unidades didácticas interactivas para cada uno de los cursos, donde se
busca que desde situaciones problema y de juego, se perciban las limitaciones de la deﬁnición
de equiprobabilidad, se desarrollen habilidades que permitan reconocer, cuantiﬁcar y com-
parar la probabilidad de un evento según unas condiciones iniciales dadas, y complementarlo
con la toma de decisiones pertinentes, asociables a la resolución de problemas especíﬁcos que
involucran incertidumbre, ya sean en relación a situaciones hipotéticas, de la cotidianidad o
de las ciencias.
Abstract: The proposal is based on the basic concepts of probability and random varia-
bles to consider them vital to the meaning of fair play is achieved from not equiprobable
events, for which the historical review of the concept of probability is necessary according
to the evolution that led to their diﬀerent interpretations, emphasizing the conditions and
motivations that preceded its development, the context to which the proposal is directed can
also speciﬁcally mentioning the procedural scope and concepts to be achieved, as the speciﬁc
problems that are needed to overcome.
We review the main antecedents to consider in relation to disciplinary and theoretical as-
pects necessary for the construction and interpretation of equiprobability, emphasizing the
obstacles to understanding the language involved, game theory, decision-making and analysis
implications between concepts for both mathematics and other sciences, all together are the
means of evidence based on understanding the scope of the concept of fair play. Just play
is seen as a balance between forfeit and reward for players, comparable with theories that
make use of this harmony necessary for the functionality of the system, which is promoted
grounded in the math standards, curriculum guidelines and the active and constructivist
models.
The methodology of the activities comprising the Virtual Learning Object (OVA), is or-
ganized through interactive teaching units for each of the courses, which seeks that from
problem situations and play, the limitations of the deﬁnition of equiprobability of perceived,
to recognizing skills develop, quantify and compare the probability of an event according
to initial conditions given, and supplement it with the relevant decision-making and can be
linked to the resolution of speciﬁc problems that involve uncertainty, whether in relation to
hypothetical situations of everyday life or science.
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Objeto Virtual de Aprendizaje.
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Introducción
El presente trabajo se fundamenta en el anteproyecto que fue aprobado por el Consejo
de la Facultad de Ciencias, como base de la construcción de un Objeto Virtual de Aprendi-
zaje (OVA), para que mediante situaciones problema y situaciones de juego que involucren
aleatoriedad, se conduzca a la enseñanza de juego justo involucrando conceptos básicos de
probabilidad; dicha propuesta está dirigida a los estudiantes de grados octavo, noveno, dé-
cimo y undécimo de la jornada tarde del colegio Aquileo Parra IED, la cual está enmarcada
dentro de los siguientes propósitos, con los cuales se busca dar cuenta de la intencionalidad
de la misma:
• Formulación de situaciones problemas para distinguir eventos equiprobables de los que
no lo son.
• Construcción de actividades para diferenciar entre asignar la probabilidad de forma
clásica (Laplace) o de forma frecuencial.
• Planteamiento de situaciones que involucren eventos simples equiprobables y no equi-
probables que establezcan condiciones para un juego justo.
• Descripción de situaciones relacionadas con escenarios de incertidumbre cotidianos y
de las ciencias, para promover la toma de decisiones fundamentada en el juego justo.
Para cumplir con estos objetivos se consolida un escenario virtual accesible como página
web, en el cual se hace un recuento de los conceptos básicos de la probabilidad, involucrando
un recuento histórico y un video ilustrativo que permita ambientar el inicio al trabajo de
aula; además una distribución correspondiente a las cuatro unidades didácticas (una para
cada curso), las cuales según los lineamientos curriculares de matemáticas, buscan ser acor-
des a cada nivel de enseñanza, estás unidades contienen: la guía para el docente, la guía para
el estudiante, las actividades interactivas y el foro de trabajo colaborativo. Las unidades se
caracterizarán por promover actividades lúdicas, la toma de decisiones, la elaboración de jui-
cios y argumentos y la aproximación a la cuantiﬁcación de la probabilidad en la cotidianidad
y en otras ciencias.
Entre los procedimientos y avances que se espera identiﬁcar en los estudiantes están el
autoaprendizaje, el registro de información, la organización de resultados, la elaboración de
inferencias, la veriﬁcación de hipótesis, la elaboración de preguntas, la deducción del compor-
tamiento general de algunas situaciones y en general la construcción del signiﬁcado de lo que
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sería un "juego justo"(entendiendo por juego justo que si se apuesta muchas veces mante-
niendo las condiciones, a la larga ningún participante perderá o ganará), haciendo necesario
redeﬁnir algunas condiciones del juego en busca de equilibrar beneﬁcios y pérdidas al tomar
decisiones, argumentando el por qué el riesgo a tomar ante la incertidumbre es justiﬁcado; y
donde se construyan reﬂexiones a partir de orientaciones especíﬁcas que encontrarán dentro
de la misma actividad, al igual que del trabajo colaborativo que puede surgir desde el foro.
CAPÍTULO 1
Aspectos históricos y epistemológicos
La noción de obstáculos en la construcción del concepto de juego justo, se basa en Brous-
seau (1983), cuya deﬁnición [1] la relaciona con ese conocimiento que ha sido en general,
satisfactorio para la resolución de problemas, y que esto da argumentos para ﬁjarse en la
mente de los estudiantes, pero posteriormente resulta inadecuado, y difícilmente adaptable a
algunos problemas nuevos. Entre los que se presentan en el sistema de ense nanza, algunos
pueden tener origen epistemológico, por lo que se busca identiﬁcar a partir de las investiga-
ciones sobre el recuento de la estadística, en especial asociado al azar, la probabilidad y su
tratamiento en el aula, elementos que aporten a mitigar su impacto en el aprendizaje.
Especíﬁcamente se busca identiﬁcar algunas situaciones o fenómenos que favorecen la
enseñanza-aprendizaje del concepto de probabilidad visto desde su evolución histórica, al
cual se le reconoce su importante aplicabilidad en diversos campos del saber, pero en la
enseñanza, se le da poco énfasis, además de que se le relega por dársele prioridad a otros
conceptos matemáticos considerados más importantes dentro del sistema educativo; también
es común que cuando se enseña probabilidad se haga desde situaciones problema descritas
de forma teórica, centrándose en el uso de algoritmos y métodos enfocados a generar res-
puestas, sin preocuparse por reconocer sus bondades dentro del problema especíﬁco y mucho
menos por generar elementos para dar una aplicación práctica del concepto. Esto evidencia
una enseñanza repetitiva y muy poco signiﬁcativa, al ser difícil elaborar explicaciones sobre
algunos fenómenos que siguen un patrón aleatorio, visto principalmente en estudiantes que
se encuentran en bachillerato, quienes además hacen parte de procesos de enseñanza donde
se involucra la probabilidad.
Relacionar conceptos como evento, espacio muestral y conteo, son fundamentales para la
comprensión y descripción de fenómenos aleatorios, porque históricamente se evidencia que
éstos se construyen de forma progresiva, siguiendo un orden coherente a las necesidades de
representación y análisis de la información, pero el argumento más común sobre el uso de
la probabilidad es el de medir la conﬁanza que un individuo expresa sobre la veracidad de
un fenómeno tomando en cuenta su propia experiencia o conocimiento sobre la situación de
estudio; en este caso, diferentes personas pueden atribuir diferentes valores de probabilidad
para un mismo evento [2]. Cuando no se cuenta con estas herramientas hay diﬁcultades para
distinguir cuando un evento es más probable que otro o cuál es el método más adecuado
para la cuantiﬁcación de la probabilidad dadas unas condiciones especíﬁcas.
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Según se complejizan las situaciones problema, lo común es que se queden cortos los ar-
gumentos para su análisis, donde las nociones de probabilidad se han construido a partir de
intuiciones sobre situaciones reales que requieren de tomar alguna decisión; y las condiciones
impiden predecir si se va a presentar un resultado u otro, llevando a reﬂexionar sobre lo
provechoso que sería llegar a anticipar un resultado con total certeza. Reconociéndose esta
imposibilidad, se busca llegar a determinar desde la información que se tiene, una respuesta
que describa de forma cercana la conﬁabilidad que se puede llegar a tener, intentando con
diversos métodos controlar la incertidumbre, y así tomar decisiones con fundamentos, pro-
moviendo el reconocimiento de las condiciones para que un juego sea justo para cada una de
las partes.
A continuación se describe como a partir de la evolución histórica planteada por diferentes
autores, donde se identiﬁcan obstáculos que se han superado a la hora de caracterizar las
nociones de azar, aleatoriedad y probabilidad.
1.1. Aspectos históricos de azar
Respecto a la noción de azar son muchos los análisis ﬁlosóﬁcos y didácticos y su rela-
ción con la aleatoriedad, por ejemplo en Serradó [1] se hace referencia a Azcárate (1995) y
Bennett (1993). La clariﬁcación del signiﬁcado de la noción de azar ha pasado por diferen-
tes etapas signiﬁcativas, en las que se buscaban diferentes explicaciones para los fenómenos
indeterminados (Discursos del azar, según Azcárate (1995)). Desde el discurso del orden,
característico de las primeras civilizaciones, el azar es entendido como causa desconocida, es
el que ocasiona sucesos inesperados o extraños, y el que se asocia con el desorden inicial
(caos) que a veces surge a través de fuerzas incontroladas de origen mágico o divino.
En la época grecorromana, impera el discurso del azar/necesidad, según el cual el azar,
que sigue siendo algo desconocido, es explicado como un simple reﬂejo del cruce inesperado
de un conjunto de hechos que son producto de series causales independientes. La existencia
de la incertidumbre en otros momentos de la historia se explicó también desde el poder de
la providencia, que garantiza el orden y la armonía del universo. El azar surge como reﬂejo
de la voluntad de la divina providencia, como un hecho inexplicable para el ser humano, idea
que se mantiene hasta nuestros días.
Poincaré (1979) [1], la progresiva separación de las explicaciones religiosas y cientíﬁcas
de los fenómenos hace concluir la aparición de un nuevo discurso del azar, el discurso de la
ignorancia. El azar era producto de la ignorancia humana a la hora de analizar cientíﬁ-
camente ciertos acontecimientos de la naturaleza a través de leyes causales y deterministas.
Según esta concepción no hay azar realmente, no existe el azar en sí mismo, es nuestra
ignorancia lo que nos hace suponer su existencia.
En una búsqueda de una noción de azar que signiﬁcase algo más que la ignorancia
humana, describió tres tipos de sucesos cuyo comportamiento era atribuido al azar. En primer
lugar, sucesos que pueden estar producidos por causas insigniﬁcantes, que se nos escapan
perceptivamente, pero que determinan un efecto considerable. En segundo lugar, sucesos en
que lo importante no es la pequeñez de las causas que lo provocan, sino la complejidad de
todas las interacciones entre ellas. En tercer y último lugar, la limitación de los sujetos para
describir todas las partes del universo, que obliga a razonar de forma aislada, considerando
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sólo los aspectos directamente implicados.
El reconocimiento de estas posibles categorizaciones del azar hace que se conforme un
último discurso, el discurso de la complejidad, en el que caracteriza el azar como elemento
provocador de la complejidad existente en la realidad, donde su signiﬁcación puede estar
ligada a un carácter más ontológico, es decir relacionado con los procesos de maduración y
de las estructuras de conocimiento que se tengan y puedan desarrollar.
1.2. Aspectos históricos de aleatoriedad
La aleatoriedad en sí misma, es un concepto complejo; Ayton, Hunt y Wright (1989) [1]
describen la variedad de criterios que utilizan los individuos para determinar si una cierta
secuencia es aleatoria o no. Nosotros utilizaremos la visión de Kyburg (1974), quien propone
la caracterización de la noción de aleatoriedad a partir de cuatro elementos independientes:
el objeto de estudio, el conjunto que lo acoge, la proposición que determina dicha pertenencia
del acontecimiento de la clase, y un cuerpo de conocimiento como referente.
El objeto de estudio es el acontecimiento que hay que enmarcar en el análisis e interpre-
tación probabilística y ha tenido una cierta evolución histórica, dependiendo de las diferentes
concepciones sobre la probabilidad. Se inicia considerando como objetos los acontecimientos
lúdicos, luego los objetos considerados son los acontecimientos naturales que susciten el in-
terés de los cientíﬁcos y por último los objetos son los acontecimientos de la vida cotidiana
de orden social, como unas situaciones a estudiar y modelizar.
El paralelismo entre la evolución histórica del signiﬁcado de los objetos aleatorios, y la
capacidad del sujeto en discriminarlos como tales sugiere una posible relación entre los obs-
táculos epistemológicos en la identiﬁcación de los fenómenos (aleatorios), y los obstáculos
ontogénicos asociados a la capacidad de clasiﬁcar del sujeto. La superación de dichos obs-
táculos ha de surgir de un tratamiento didáctico de la noción de fenómeno aleatorio que
tenga en consideración la explicación del acontecimiento y su clase de referencia.
1.3. Aspectos históricos de la probabilidad
Fundamentados en Serradó [1] numerosos autores han analizado los obstáculos epistemo-
lógicos asociados a la construcción de la noción de probabilidad (Hacking, 1975). Serradó
analiza cuatro etapas diferenciadas en su construcción:
• Desarrollo de la idea: La reconocemos como la Prehistoria, donde la idea de proba-
bilidad surge asociada a la noción de juegos de azar. Paralelamente surgieron ideas
intuitivas relacionadas con el grado de posibilidad, con algunos cálculos de frecuencias
teóricas, sin tener consideración del cuerpo de conocimientos.
• Iniciación al cálculo de probabilidades: Se comienza su estudio sistemático, a través,
también, de su aplicación al estudio de situaciones de juego ligadas a contextos em-
píricos. En los textos históricos se suele presentar como la primera sistematización
del cálculo de probabilidades de los sucesos la aportada por Pascal y Fermat, relacio-
nándola, muy a menudo, con la combinatoria. Los cálculos probabilísticos empiezan a
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adquirir consistencia a partir de las aportaciones de Bernoulli. Se menciona como la
comprensión incorrecta del signiﬁcado de la estabilidad de las frecuencias, común en
los adultos, se reﬂeja en una transferencia de dicha ley a muestras pequeñas, esperando
que se cumpla con un número limitado de pruebas (Kahneman, Slovic y Tversky, 1982).
Dicho razonamiento se basa en la creencia de que el azar funciona como un mecanismo
auto-correctivo en el que una desviación en una dirección es rápidamente equilibrada
por una desviación en la dirección contraria (Falk y Konold, 1992; Bennett, 2000). Esta
consideración incorrecta supone un obstáculo epistemológico y ontogénico que diﬁculta
la comprensión de la noción de probabilidad.
• Aparecen dos perspectivas diferenciadas: La frecuencial, que atenderá el estudio de las
frecuencias relativas, y otra, la bayesiana, que se presentará más relacionada con los
grados de credibilidad y sus necesarios ajustes con la realidad.
• Introducción de una teoría axiomática: La construcción de la medida se realiza con
independencia de la interpretación real a la que se preste cada situación, aportando un
soporte axiomático-deductivo a la teoría matemática (Kolmogorov, 1950). Se entra en
la fase de asimilación de los avances teóricos y el posterior desarrollo de aplicaciones.
La historia de la probabilidad asociada a juegos de azar evidencia sus inicios por el uso de
un hueso llamado astrágalo (precursor del dado), el cual ha sido encontrado en excavaciones
arqueológicas de unos 40.000 años; el dado más antiguo tiene unos 5.000 años de antigüedad,
el cual fue encontrado en Persia, actual Irán. Los dados también fueron utilizados por los
egipcios y griegos según evidencias en algunas excavaciones y por los romanos quienes los
tenían como un objeto común en sus pinturas; pero es en el renacimiento donde se nos revela
que la probabilidad surgió de la necesidad de interpretar situaciones de las cuales no se podía
anticipar su resultado, e intentar solucionarlo haciendo uso de modelos fundamentados en
las matemáticas.
Los problemas relacionados con la incertidumbre son resultado de los juegos de apuesta y
de la inquietud que se generaba por la idealización de belleza que cobró mucha importancia
en el renacimiento, y es que más que problemas matemáticos, eran problemas derivados de
juegos cotidianos, como es el número de posibles resultados al lanzar un dado repetidamente,
o para buscar la repartición de ganancias cuando un juego ﬁnalizaba antes, de tal forma que
fuera algo justo, o por el contrario buscando tener cierta ventaja sobre los demás participantes
al realizar una apuesta.
Entre lo que se espera de los estudiantes al ﬁnalizar grado once, según los Estándares Bá-
sicos de Competencias en Matemáticas de Colombia [3], está Resolver y plantear problemas
usando conceptos básicos de conteo y probabilidad (combinaciones, permutaciones, espacio
muestral, muestreo aleatorio, muestreo con remplazo), para lo cual se inicia reconociendo
los modelos que fueron construidos como solución a problemas especíﬁcos; tal es el caso
del inicio de la teoría de la probabilidad por Gerolamo Cardano (1501-1576), quien buscó
resolver el problema del reparto de apuestas el cual cuestionaba sobre la distribución de
las ganancias entre jugadores cuando la partida se interrumpía antes de ﬁnalizar, también
escribió el Libro de los juegos de azar, siendo el primer argumento teórico para el cálculo
de probabilidades centrado en la descripción de juegos con monedas, dados, ajedrez y cartas
(las cartas aparecen a comienzos del siglo XV). Cardano en sus procesos utilizó nociones de
evento, equiprobabilidad, espacio muestral y de combinatoria, además hizo uso de términos
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tales como chances, la fortuna, o las opciones del jugador y muy pocas veces la palabra
probabilidad; reconoce que para muchos era un atrevimiento escribir sobre actividades de
ocio, consideradas además pecaminosas, por lo que incluye ideas moralistas advirtiendo de
los peligros de aﬁcionarse a los juegos de azar, pero recalcando que un correcto uso puede ser
muy benéﬁco [4].
En Alcázar [5] se muestra como Galileo Galilei (1564-1642) resolvió problemas sobre da-
dos, y escribió el libro Sobre la puntuación en tiradas de dados, donde hace uso explícito de la
condición de la equiprobabilidad y propuso la teoría de la medida de errores, clasiﬁcándolos
en dos tipos: sistemáticos y aleatorios, los cuales son factores de especial cuidado en las
prácticas educativas, cuando en algunos experimentos las magnitudes físicas son prioridad
del estudio; además estableció las propiedades de los errores aleatorios, que en conjunto fun-
damentarán la probabilidad a posteriori, es decir la probabilidad de que ocurra un evento
dado al tener en cuenta alguna(s) observación(es) realizada(s). Blaise Pascal (1623-1662),
ante una aﬁrmación formulada por un aﬁcionado a los juegos de azar conocido como el ca-
ballero de Mere (1607-1684), quien creyó haber encontrado una falsedad al no encontrar una
relación proporcional cuando se lanza un dado que cuando se lanzan dos dados para obtener
seis; éste y otros problemas planteados por el caballero de Mere fueron abordados también
por Fermat (1601-1665), con lo cual se dio origen a la teoría moderna de la probabilidad.
Ni Pascal, ni Fermat expusieron sus resulta-
dos, fue Christian Huygens (1629-1695) quien
publicó Sobre los razonamientos relativos a los
juegos de dados (1657), retomando lo de sus
predecesores y haciendo aportes para cuando
eran más de dos jugadores, además a él se
deben los conceptos de esperanza matemática
y valor esperado. Leibnitz (1646-1716) publi-
có el tratado Sobre el arte de las combinacio-
nes (1660), Pascal inventó el juego de la ru-
leta (1655) el cual involucra la probabilidad,
publicó Tratado sobre el triángulo aritmético
(1665), el cual incluye el conocido triángulo
de Pascal (ver ﬁgura 1.1); éstos junto a otros
trabajos similares fueron un gran aporte que
hasta la fecha no había sido elaborado sobre
la combinatoria, aun siendo un elemento fun-
damental para el cálculo de probabilidades.
Figura 1.1: Triángulo de Pascal
La primera deﬁnición clásica de probabilidad la dio Bernoulli (1654-1705), en su obra
publicada póstumamente El arte de la conjetura (1713) que incluye además el Teorema de
Bernoulli o ley de los grandes números, que precisa que los fenómenos aleatorios se com-
portan basados en la distribución uniforme y la aproximación frecuencial de un suceso a la
probabilidad p de que este ocurra a medida que en condiciones similares se repita el expe-
rimento un número grande de veces, pero surgen inconsistencias que también se presentan
en la enseñanza como: ¾cuál es la cantidad de experimentos necesarios?, ¾qué condiciones
serían similares?, ¾cuál es el error admitido respecto al resultado teórico?
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Bernoulli señaló que la probabilidad es una proporción expresada mediante una fracción
donde los eventos a favor son iguales o menores a la cantidad de resultados posibles, entonces
se medirá mediante valores que varían entre el 0 y el 1. Con el teorema de Bernoulli se tiene
que es la primer vez que la teoría de la probabilidad fue elevada del nivel elemental de
conjunto de soluciones de problemas particulares a un resultado de importancia general, que
es uno de los grandes objetivos que se tienen en la educación, lograr la comprensión al pasar
de problemas especíﬁcos a situaciones en general.
Abraham De Moivre (1667-1754) admitió la deﬁnición de Bernoulli y la replanteó cen-
trándose en la equiprobabilidad de los resultados, basado en la simetría éstos; supone que
un experimento se puede descomponer en n sucesos simples equiprobables y mutuamente
excluyentes (si un suceso ocurre otro no lo puede hacer). Así, la probabilidad de un suceso
A es un número entre 0 y 1 que expresa el cociente entre los m sucesos elementales que
componen A y el número total n de posibles sucesos elementales. La diﬁcultad en esta inter-
pretación se encuentra en que para cuantiﬁcar la probabilidad es necesario descomponer un
suceso compuesto en sucesos elementales equiprobables; lo que es fácil para problemas senci-
llos (cartas, dados, etc.), pero que es de mayor diﬁcultad en problemas más complicados [4],
por lo cual es lo comúnmente llevado al aula. Pero dentro de la propuesta no sólo se quiere
involucrar estas herramientas, ya que consideramos de vital importancia la exploración desde
otros recursos.
La construcción axiomática de la teoría de la probabilidad procede de las propiedades
fundamentales de la probabilidad, observadas en los ejemplos que ilustran las deﬁniciones
clásica y frecuentista, logrando que la deﬁnición axiomática las incluya como casos parti-
culares y mitigue las debilidades teóricas de ambas. Se evidencia como la teoría aún con
sus grandes alcances, no logra acomodarse siempre de la mejor manera a las situaciones; sin
duda nos brindan una aproximación muy útil para su análisis, pero sólo con ayuda de ade-
cuaciones pertinentes e innovación y creatividad en los análisis, hace que se le de un sentido
más práctico, y lo que es más relevante, aporta a asociar las teorías a nuevas aplicaciones. La
estadística es una ciencia que se ha formalizado en comparación con otras de forma reciente,
lo que indica que aún hay mucho por comprender y por avanzar.
La probabilidad pudo desarrollarse como una teoría completamente lógica al mismo tiem-
po que permitía resolver problemas aplicados de las ciencias modernas y la tecnología. Su
aplicación requiere de revisar que se den las condiciones en el contexto, para que el concepto
tome el signiﬁcado que se le busca dar teóricamente, y es que una cosa es la teoría y otra la
práctica, por tanto hacer que se complementen es un esfuerzo que requiere precaución.
CAPÍTULO 2
Aspectos disciplinares y teóricos
2.1. Antecedentes a considerar
La consideración de referentes teóricos que orienten la estrategia que se busca implemen-
tar para los procesos de enseñanza-aprendizaje de la probabilidad y para la comprensión de
juego justo, permite tener unos fundamentos sólidos sobre los cuales encaminar la propuesta,
y visualizar posibles cambios o adecuaciones según las necesidades del contexto.
2.1.1. Teoría de la probabilidad matemática
La teoría de probabilidad se desarrolló en relación a los juegos de azar, el juego era un
entretenimiento común y no estaba limitado por reglas generales. Un jugador apasionado, el
caballero de Meré, consultó al matemático y ﬁlósofo Blaise Pascal sobre algunas cuestiones
relacionados con ciertos juegos de azar, dando origen a una correspondencia entre Pascal
y algunos de sus amigos matemáticos, lo que constituiría el origen de la teoría moderna
de la probabilidad. En el siglo XVII, las preguntas planteadas por De Meré junto a otras,
motivaron la discusión entre matemáticos; en todos los juegos comunes de azar, cada una
de las jugadas debe dar un resultado incluido en el conjunto de casos posibles, donde el
instrumento de juego está correctamente hecho y el juego se realiza orientado por unas
reglas imparciales a todos. No tendría nada de justo el hecho de poder predecir exactamente
cuál de estos resultados posibles se va a obtener en una jugada determinada, pero si genera
interés conocer que posibilidades tengo de ganar.
Esta imposibilidad de predicción la describimos como aleatoriedad, el elemento que ca-
racteriza a la incertidumbre; por otra parte, existe la condición que los diversos resultados
posibles deben cumplir, y es que desde la perspectiva de lo que describimos por juego, cual-
quiera de los eventos simples tienen igual probabilidad de ocurrencia. En términos prácticos,
en el desarrollo de un juego tiene igual favorabilidad un caso que otro, por lo cual arriesgar
apostando a uno de los eventos posibles, se esperaría ganar, siendo conscientes que aunque
no siempre, es decir en teoría debería haber empate al ﬁnal, que sería lo esperado desde un
planteamiento teórico.
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En un juego donde se presenten dichas condiciones, se tiene un total de posibilidades entre
las cuales están los casos favorables y los desfavorables, las cuales implican respectivamente
que se gana o se pierde. Los autores clásicos establecieron un cociente entre casos favorables
y casos posibles como aproximación para cuantiﬁcar la probabilidad de ganar, para lo cual
se requería determinar la cantidad de casos favorables y el total de casos posibles en un juego
determinado, desde ahí se construyó la deﬁnición clásica de probabilidad: La probabilidad
de que se presente determinado suceso es igual al cociente del número de casos que son
favorables a este suceso, por el número total de casos posibles, con tal que todos estos casos
sean ﬁnitos e igualmente posibles.
2.1.2. La teoría de la decisión
En diversos escenarios se hace necesario tomar decisiones sobre situaciones de las que
tenemos varias alternativas, pudiéndose entender como la elección de lo mejor entre lo posible
(implica qué es lo mejor y qué es lo posible); la teoría de la decisión se puede deﬁnir haciendo
mención a tres formas que se diferencian en sus características [6], y es que es necesario
revisarlas, para comprender de alguna manera las motivaciones que llevan a elegir una opción
y no otra:
2.1.2.1. La teoría de la decisión con incertidumbre o riesgo
Se analiza la toma de decisiones con aleatoriedad en los resultados, por tanto las con-
secuencias de una decisión están sujetas al azar, éste tipo de decisiones son las de mayor
diﬁcultad para tomar, porque la aleatoriedad puede provenir del azar o de la falta de infor-
mación. Los elementos que intervienen son:
• E = E1, ..., Em posibles escenarios.
• A = A1, ..., An posibles alternativas.
• Xij: consecuencia de tomar la decisión Ai y se dé el estado Ej.
• pj: probabilidad de que se dé el estado Ej.
Si estas probabilidades son conocidas antes de tomar la decisión, se dice que es un proceso
de decisión bajo riesgo, mientras que si son desconocidas se habla de decisión bajo incerti-
dumbre. Con estos elementos, cuando el proceso se deﬁne en una sola etapa, es decir, hay
una única decisión que tomar en un momento dado, y los conjuntos de estados y alternativas
son ﬁnitos, para facilitar la comprensión de la situación, se representa el problema mediante
una tabla de decisión [6] (ver Tabla 2.1):
2.1.2.2. La decisión multicriterio
Cuando al darse una decisión sus consecuencias están determinadas, pero lo que no está
deﬁnido claramente es cuál es la mejor entre las posibilidades, es necesario que respecto a lo
posible se busque establecer las alternativas que se tienen, donde dicho conjunto puede ser
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E1 E2 ... Em
P1 P2 ... Pm
A1 X11 X12 ... X1m
A2 X21 X22 ... X2m
...
...
...
. . .
...
An Xn1 Xn2 ... Xnm
Tabla 2.1: Tabla de decisión
discreto o continúo y en general se considera discreto y se aplica la metodología apropiada
cuando es factible enumerar y tratar explícitamente cada uno de las alternativas posibles.
En el caso continúo o caso discreto donde no viene explícitamente deﬁnido el conjunto de
alternativas es cuando se habla de conjunto o región factible, éste conjunto o región factible,
a su vez, puede venir deﬁnido de forma rígida mediante restricciones o de forma más ﬂexible
mediante lo que se conoce como niveles de aspiración.
Respecto a lo mejor, se puede deﬁnir según un único criterio o según varios criterios; si
el conjunto factible es discreto, sólo tiene sentido plantearse el problema en el caso de que
haya aleatoriedad; en el caso en que haya varios criterios, si la región factible es continúa, se
puede resolver el problema mediante métodos denominados de optimización multiobjetivo
para generar el conjunto eﬁciente en su totalidad. El concepto de solución es el concepto
de óptimo de Pareto: una alternativa es eﬁciente si toda alternativa que proporcione una
mejora en un atributo produce un empeoramiento en al menos otro de los atributos [6],
sin embargo, en la mayoría de situaciones, el ﬁn último es que quien decide dé una única
alternativa y no un conjunto de posibles alternativas. La mayor diﬁcultad está en valorar
una alternativa para compararla con otras, y establecer cuál es la decisión óptima, para ello
se deﬁnen los siguientes criterios:
• Criterio del valor esperado: Seleccionar aquella alternativa cuyo pago esperado sea el
mejor o el coste que implica sea el menor, es el más común cuando las probabilidades
son conocidas.
• Criterio de lo más probable: Elegir la alternativa con mejor valor para el estado más
probable, se utiliza cuando el proceso de decisión se lleva a cabo una única vez.
• Criterio pesimista: Para cada alternativa se supone que va a pasar lo peor, y elige
aquella alternativa que dé mejor valor, asegurando que en el peor de los casos obtenga
lo mejor posible.
• Criterio optimista: Para cada alternativa se supone que pasará lo mejor y se elige la
que dé mejor valor, desconociendo los riesgos.
• Criterio de Hurwicz: Combina los criterios pesimista y optimista, valorando cada al-
ternativa como una ponderación entre lo peor y lo mejor posible.
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2.1.2.3. La teoría de juegos
Las consecuencias de una decisión no están determinadas únicamente de la decisión pro-
pia, sino también de la decisión de otros jugadores. El resultado más notable aportado por la
teoría de juegos es aquél correspondiente al análisis estático de situaciones aleatorias donde
la equiprobabilidad de eventos no está presente, estableciéndose así como herramienta de
análisis. Los elementos que intervienen en un juego además de los jugadores están:
• Las estrategias de los jugadores.
• Los pagos de los jugadores (se supone que los pagos son ganancias).
Cuando el juego es de dos jugadores y los conjuntos de estrategias son ﬁnitos es posible
representar ambas funciones mediante una bimatriz denominada bimatriz de pagos, de modo
que las ﬁlas representan las estrategias del primer jugador y las columnas las del segundo
[6]: (a11, b11) ... (a11, b11)... (a11, b11) ...
(a11, b11) ... (a11, b11)

Siendo aij el pago que recibe el primer jugador si él opta por su estrategia i-ésima y el
segundo jugador por la j-ésima, y bij el pago que recibe el segundo jugador si eligen ambos
esas mismas estrategias. Si existiera un par cuyos pagos fueran los mejores posibles tanto
para un jugador como para otro evidentemente esta sería la solución, pero, es que en tal caso
no habría conﬂicto.
Los juegos se categorizan dependiendo condiciones presentes en los mismos, entre los
cuales están por ejemplo:
• Número de jugadores.
• Evolución en el tiempo: se puede obtener información en el transcurso del juego.
• Intercambio de información entre jugadores: Juego cooperativo.
• Variación de ganancia: se suma o se pierde riqueza del conjunto.
• Información que disponen los jugadores.
Los juegos de suma constante son juegos en los que intervienen dos jugadores y no existe
variación de riqueza en el proceso, es decir, existe una cantidad que ha de ser repartida entre
ambos jugadores; si el juego es de suma nula quiere decir, además, que la cantidad a repartir
es cero, esto es, que lo que gane un jugador lo paga directamente el otro jugador. Es evidente
que en este tipo de juegos todo lo que gane un jugador es pérdida del otro, por lo que por
su propia naturaleza son juegos no cooperativos.
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2.2. Aspectos disciplinares y teóricos
En el estudio de la probabilidad y de sus implicaciones en la matemática y en otras
ciencias, es necesario retomar conceptos fundamentales que ayuden a concebir el signiﬁcado
de juego justo visto desde el equilibrio entre el riesgo y la ganancia para los jugadores. A
continuación se darán a conocer algunos conceptos preliminares necesarios para el desarrollo
de la propuesta, y que hacen parte del lenguaje que se involucra a lo largo de las actividades;
se hace mención especíﬁca a ellos porque son los más generales, y éstos involucran a otros
complementarios al tema.
2.2.1. Teoría sobre probabilidad
Las siguientes nociones y deﬁniciones son tomadas del libro de Martín (2005) [7] donde
se presentan más detalladamente, con ejemplos ilustrativos y uso de representaciones en pro
de facilitar su comprensión para el lector.
2.2.1.1. Azar, experimentos aleatorios, y deterministas
Cuando aparece la necesidad de intentar dar explicación a diferentes acontecimientos de
los cuales no era posible hacer predicciones precisas, al considerar que existen pautas de
comportamiento que expliquen nuestras observaciones, consideramos esto un fenómeno que
incluye normas, los cuales podemos clasiﬁcar entre deterministas y aleatorios. Un fenómeno
determinista es aquel que, cuando se reproduce en las mismas condiciones, podemos pre-
decir con certeza cuál va a ser el resultado, la observación que derivará. Por el contrario,
el fenómeno aleatorio es el que en cada manifestación, aunque se produzca bajo idénticas
condiciones, el resultado no se puede predecir con certeza, y sólo es conocido después de su
realización.
Precisamente este tipo de fenómenos aleatorios son el objeto de la estadística, y la incer-
tidumbre que implican hasta que se plasman en alguna observación o resultado concreto, es
la esencia misma de dichos fenómenos. No obstante, y reconociendo la presencia de incerti-
dumbre siempre que nos enfrentemos a un fenómeno aleatorio, no es menos cierto que, en
la mayoría de los casos, podemos establecer de antemano todas las categorías potenciales en
que puede devenir, es decir, cuantas manifestaciones diferentes puede presentar. Estos po-
sibles resultados son denominados sucesos aleatorios o eventos; y constituyen las categorías
potenciales del fenómeno, de forma que alguno de esos sucesos, después de la realización del
fenómeno, se transformará en observación o resultado.
Una reducción de nuestro nivel de incertidumbre se logra con la enumeración del conjunto
de sucesos aleatorios que puedan manifestarse, asignando a cada suceso un indicador de las
posibilidades que tiene de acontecer: ese indicador no es otra cosa que lo que denominamos
probabilidad. La probabilidad será la medida del grado de incertidumbre circunstancial a
cada suceso aleatorio, de manera que al no poder conocer de antemano y con certeza cuál va
a ser el resultado del fenómeno aleatorio, al menos se intenta cuantiﬁcar qué posibilidades
tiene de presentarse cada uno de sus sucesos.
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Figura 2.1: Descripción gráﬁca de la probabilidad
2.2.1.2. Experimento aleatorio y espacio muestral
Por experimento entendemos cualquier acción que pueda dar lugar a resultados iden-
tiﬁcables, suponemos que es posible repetir el experimento gran número de veces bajo las
mismas condiciones y que todos los posibles resultados son conocidos antes de la realización
del experimento. Si los resultados pueden ser distintos y no se sabe cuál aparecerá al ﬁnal,
el experimento se llamará aleatorio; si el resultado es siempre el mismo diremos que es cierto
o seguro, determinándose el experimento que lo origina determinista.
Denominamos espacio muestral al conjunto de todos los posibles resultados de un experi-
mento aleatorio E, llamado a cada uno de sus elementos suceso. La composición del espacio
muestral depende del experimento concreto que se lleve a cabo. Si el experimento consiste,
por ejemplo, en la cara que quede arriba al arrojar una moneda una sola vez, el espacio mues-
tral E (donde c representa cara y s representa sello), es el conjunto c, s; si la moneda se arroja
dos veces, el espacio muestral es cc, cs, sc, ss, si tres veces, ccc, ccs, csc, scc, css, scs, ssc, sss,
etc.
Si el único resultado que interesa del experimento, entre todos los posibles, es el mismo
espacio muestral E, estamos ante el suceso cierto o seguro: si al arrojar un dado esperamos
que resulte cualquier número entero entre los seis primeros, el suceso es cierto; si el resultado
deseado es no obtener ningún suceso contenido en E tenemos el suceso imposible o vacío,
ya que al arrojar el dado no puede salir ningún número distinto de 1, 2, 3, 4, 5 ó 6; si el
resultado esperado es obtener un número par, este corresponde a los valores 2, 4 y 6 al lanzar
el dado, que son iguales en cantidad a los valores impares 1, 3 y 5, por lo que tendríamos
la mitad de las posibilidades. Podemos deﬁnir valores otros valores intermedios y asociarles
una descripción verbal de la respectiva probabilidad (ver ﬁgura 2.11)
2.2.1.3. Sucesos y sus operaciones
Un suceso es un subconjunto del espacio muestral E posible de presentarse en una ex-
periencia aleatoria; el suceso puede ser elemental si corresponde a cualquiera de los posibles
resultados simples, o compuesto si es cualquier subconjunto del espacio muestral, diremos
entonces que un suceso A ocurre si el resultado del experimento es uno de los sucesos ele-
mentales que pertenecen a A.
1Tomado de https://encrypted-tbn2.gstatic.com/images?q=tbn:ANd9GcSfssMxVcx2sQOdAnXcY-
2w8n_YP8g6L7YIqSyzxCHszoDowa3dng.
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Un conjunto S es una colección de objetos s con una o varias características comunes,
la pertenencia de un objeto s a un conjunto S se designa por s ∈ S, y la no pertenencia
por s /∈ S. Si el número de elementos de un conjunto es ﬁnito, diremos que el conjunto es
ﬁnito, si es inﬁnito el número de elementos y puede establecerse correspondencia biunívoca
con la sucesión de los números naturales, el conjunto es inﬁnito numerable; si por último,
el conjunto contiene inﬁnitos elementos, de tal forma que entre cada dos haya inﬁnitos, el
conjunto será inﬁnito no numerable.
Un conjunto S1 es un subconjunto de otro conjunto S(S1 ⊂ S) si cada elemento de S1
pertenece a S, y no todos los elementos de S pertenecen a S1. Dos conjuntos S1 y S2 son
iguales (S1 = S2) si cada elemento de S1 pertenece, está contenido en, S2, (S1 ⊂ S2) y
cada elemento de S2, pertenece, está contenido en, S1, (S2 ⊂ S1). Cuando un conjunto S no
contiene ningún elemento se denomina conjunto vacío y será designado por ∅ (S = ∅).
En las operaciones con sucesos es útil el uso de diagramas de Venn para facilitar la
visualización del resultado de la operación que se realiza. Siendo A y B dos sucesos deﬁnimos:
• Unión de Sucesos: Dados n sucesos S1, ..., Sn,
la operación unión de ellos (
⋃n
i=1 Si) es otro su-
ceso constituido por los elementos comunes y no
comunes a los sucesos S1, ..., Sn. Es decir, un su-
ceso que se presenta cuando tiene lugar S1 o S2 o,
..., Sn. (ver ﬁgura 2.2)
Como casos particulares tenemos S ∪ ∅ = S,
S ∪ E = E y ∅ ∪ ∅ = ∅. La operación unión se
puede extender a un número inﬁnito numerable
de sucesos.
Figura 2.2: Unión de sucesos
• Intersección de Sucesos: La intersección de n
sucesos S1, ..., Sn (
⋂n
i=1 Si) es el suceso formado
por los elementos comunes a todos ellos. Es decir,
un suceso que ocurre cuando se dan simultánea-
mente S1 y S2 y, ..., Sn. (ver ﬁgura 2.3)
Si tenemos dos sucesos y uno de ellos es el espacio
muestral (S, E), la intersección de ambos es el
suceso S, S ∩E = S; también se veriﬁca que S ∩
∅ = S y que ∅ ∩ ∅ = ∅. La operación intersección
se generaliza a inﬁnitos sucesos.
Figura 2.3: Intersección de sucesos
• El complemento del suceso S se denota Sc y
cumplen que su unión es equivalente al espacio
muestral E y su intersección es ∅, porque no tie-
nen elementos en común, lo cual implica que no
pueden suceder a la vez (ver ﬁgura 2.4)
Figura 2.4: Complemento de sucesos
CAPÍTULO 2. ASPECTOS DISCIPLINARES Y TEÓRICOS 14
2.2.1.4. Probabilidad clásica
Laplace deﬁne la probabilidad de un suceso como el cociente entre el número de casos
favorables y el número total de casos, siempre que todos sean igualmente posibles. De la
deﬁnición de probabilidad clásica se desprenden una serie de propiedades:
• P (S) ≥ 0. La probabilidad se ha deﬁnido como el cociente del número de casos favo-
rables al suceso S y el número de casos posibles, por lo que el cociente no puede ser
negativo, y su límite inferior 0 se alcanza cuando el número de casos favorables sea
nulo.
• P (S) ≤ 1. El número de casos favorables nunca puede ser mayor que el número total
de casos, a lo sumo igual.
Estas dos propiedades conducen a que la probabilidad de un suceso esté acotada, 0 ≤
P (S) ≤ 1.
La deﬁnición de probabilidad clásica presenta inconvenientes que hacen su aplicación muy
limitada, por ejemplo, el dado del experimento aleatorio es ideal, esta aﬁrmación contiene
aplicaciones importantes. No existe ningún dado (o moneda, baraja, etc.) ideal, perfecto,
pues no es absolutamente simétrico en cuanto a la forma, a las propiedades físicas de la
materia con que está elaborado, etc., es decir, la utilización de la probabilidad clásica queda
circunscrita únicamente al mundo matemático, pues sólo admite tratar con objetos ideales.
La probabilidad clásica supone que el número de casos totales (posibles) sea ﬁnito, lo que
implica otra limitación de su campo de aplicabilidad; otra situación para la cual la teoría
clásica no tiene respuesta, es por ejemplo el cálculo de la probabilidad de que el último
nacimiento del año corresponda a un varón. Todas las circunstancias expuestas, que limitan
la utilización de la probabilidad clásica en las ciencias empíricas, conducen a la exigencia de
un nuevo concepto de probabilidad que dé respuesta a las objeciones planteadas.
2.2.1.5. Probabilidad frecuentista
Esta teoría se basa en dos pilares: en la experiencia de la estabilidad de frecuencias re-
lativas y en la aceptación de la subjetividad de la probabilidad. Según el primero en un
experimento aleatorio, a pesar del comportamiento irregular de los resultados individua-
les, los resultados promedios, en largas sucesiones de experimentos aleatorios, muestran una
sorprendente regularidad. En virtud de la objetividad de la probabilidad, ésta es una pro-
piedad física de los objetos como la densidad, la conductividad eléctrica, etc. Y por tanto,
determinable, medible.
La frecuencia absoluta de un suceso en el desarrollo de un experimento aleatoirio repetido
de forma independiente N veces, es el número n de apariciones del suceso. La frecuencia
relativa del suceso es el cociente entre la frecuencia absoluta, n, y el número de veces que se
ha repetido el experimento, N :
f =
n
N
La teoría frecuentista admite que aumentando indeﬁnidamente, en cada experimento, el
número de veces que se arroja la moneda en el límite llegamos a un número, considerado
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como la probabilidad de que ocurra el evento. A partir de aquí se establece la deﬁnición
frecuentista de la probabilidad: si n es la frecuencia absoluta del suceso S y N el número
total de veces que se repite el experimento aleatorio entonces
l´ım
N→∞
n
N
= P (S)
Siendo la frecuencia relativa uno de los elementos clave sobre los que se construye la
teoría frecuentista de la probabilidad debe incorporar, necesariamente, las propiedades de
las frecuencias:
• La frecuencia relativa de un suceso está comprendida entre 0 y 1
0 ≤ n
N
≤ 1
• Si un suceso S es la unión de un número ﬁnito de sucesos disjuntos, S1, ..., Sk,
(⋃k
i=1 Si
)
,
su frecuencia absoluta (n) es la suma de las frecuencias absolutas de cada uno de los
n sucesos, ni, y pasando a frecuencias relativas
f(S) =
n
N
=
∑k
i=1 ni
N
=
n1
N
+ ...+
nk
N
f(S1) + ...+ f(Sk)
Desde el punto de vista práctico, la frecuencia relativa es el único procedimiento empírico
utilizado en la obtención de probabilidades en los fenómenos repetitivos.
2.2.1.6. Cálculo de probabilidades
Un modelo matemático es una abstracción de las relaciones que tienen lugar en el mundo
real entre objetos reales, trasladando estos objetos reales a objetos ideales (matemáticos) y
las relaciones entre objetos reales a relaciones entre objetos ideales. Los axiomas son propo-
siciones asumidas como ciertas y no demostradas dentro del marco de una teoría concreta.
Las restantes proposiciones de la teoría son deducidas de modo puramente lógico a partir de
los axiomas adoptados.
El planteamiento axiomático de Kolmogorov presenta la limitación de no proporcionar
un método práctico de obtención de probabilidades de sucesos en el mundo real. Para salvar
esta importante limitación, Kolmogorov establece la conexión del modelo matemático con
el mundo real recurriendo a la base empírica de la teoría frecuentista, al considerar que
si un experimento aleatorio se repite un gran número de veces la frecuencia relativa de
un suceso diferirá ligeramente de la probabilidad del suceso; considera además, que si la
probabilidad de un suceso es muy pequeña, en cada realización del experimento, el suceso se
puede conjeturar que no ocurrirá, denominándose este planteamiento ley del azar, deducida
del comportamiento del mundo real.
El sistema de Kolmogorov consta de tres axiomas:
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1. Si S es un elemento de la colección Ω existe un número P (S) ≥ 0 denominado proba-
bilidad del suceso S.
2. P (E) = 1.
3. Dada una sucesión numerable de sucesos S1, ..., Sn, ..., disjuntos dos a dos, Si∩Sj = ∅,
se veriﬁca que P (
⋃∞
i=1 Si) =
∑∞
i=1 P (Si).
La tripleta (E, Ω, P ) se conoce como espacio de probabilidad.
2.2.2. El valor esperado y el juego justo
Una variable aleatoria X se entiende como una función que asocia a cada resultado del
espacio muestral un número real; la distribución de probabilidad de una variable aleatoria
es una función que asigna a cada valor posible de dicha variable aleatoria una probabilidad.
Si el conjunto de los valores posibles de una variable aleatoria X es ﬁnito, tal como
x1, x2, ..., xn, o es inﬁnito, pero puede ponerse en una lista, tal como x1, x2, ..., entonces
se dice que la variable aleatoria X es discreta [8]. En la práctica las variables aleatorias
discretas sirven como modelos para hacer inferencias estadísticas cuando los datos recogidos
son numerables. Si X es una variable aleatoria con distribución de probabilidad (ver tabla
2.2).
X x1 x2 ... xn
P (X = x) P1 P2 ... Pn
Tabla 2.2: Distribución de probabilidad
Entonces la esperanza de X, denotada por E(X), que también se denomina media de X
y se denomina con µ, es
µ = E(X) = x1p1 + x2p2 + ...+ xnpn =
n∑
i=1
xipi
Por ejemplo podríamos deﬁnir la variable aleatoria X como el número de caras en los tres
lanzamientos. La distribución de probabilidad de X, esto es, una lista de todos los posibles
valores de X, junto con sus probabilidades correspondientes:
X 0 1 2 3
P (X = x)
1
8
3
8
3
8
1
8
Imagine el lanzamiento repetido de tres monedas a la vez, para lustrar esto, suponga que
las tres monedas se lanzaran 10000 veces. A partir de la deﬁnición de probabilidad dada,
esperamos no ver ninguna cara en 1
8
de las veces, esto es 1250 de las 10000; análogamente 3
8
de las veces ver una cara, esto es 3750 de las 10000 veces; 3
8
de las veces ver dos cara, esto es
3750 de las 10000 veces y en 1
8
de las veces ver tres caras, esto es 1250 de las 10000. Entonces
en un total de 10000 lanzamientos de 3 monedas esperaríamos:
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• cero caras 1250 veces, para un total de 0 caras,
• una cara 3750 veces, para un total de 3750 caras,
• dos caras 3750 veces, para un total de 7500 caras,
• tres caras 1250 veces, para un total de 3750 caras.
En total, esperaríamos 0 + 3750 + 7500 + 3750 = 15000 caras. Por lo tanto, esperamos
15000
10000
= 1, 5 caras por ensayo (lanzamiento de tres monedas). Pero los 10000 lanzamientos
son arbitrarios y se eliminará de todos modos.
1, 5 =
15000
10000
=
1
10000
[0P (X = 0)10000 + 1P (X = 1)10000 + 2P (X = 2)100000 + 3P (X = 3)10000]
= 0P (X = 0) + 1P (X = 1) + 2P (X = 2) + 3P (X = 3)
En la práctica cuando los datos que se registran son continuos, se usan variables aleatorias
continuas como modelo probabilístico. X es una variable aleatoria continua X, si existe una
función de densidad de probabilidad que toma valores en el intervalo [A,B] como una función
que satisface:
1. f(x) ≥ 0
2.
∫ B
A
f(x)dx = 1
3. P (a ≤ X ≤ b) = ∫ b
a
f(x)dx para todo a,b (a ≤ b) en el intervalo [A,B]
El valor esperado, o media, de una variable aleatoria X es µ = E(x) =
∫ B
A
xf(x)dx
El valor esperado de una variable aleatoria X puede interpretarse de forma particular,
relacionándolo a los juegos de azar, al asociarlo con el producto de la cantidad que el jugador
puede ganar y la probabilidad que tiene de ganar [9].
Por ejemplo apostar 1000 pesos a que al lanzar una moneda obtendré sello, pero si obtengo
cara perderé mi apuesta. Se ganarían 1000 pesos si obtengo sello, pero perdería 1000 pesos si
obtengo cara. Se tiene que la esperanza del juego se deﬁne como que el premio (acumulado
de 2000 pesos apostados entre los dos jugadores) multiplicado por la probabilidad de ganar
(1/2
)
es igual al valor de la apuesta, con lo cual se deduce que el beneﬁcio promedio esperado
con el juego si se realiza un gran número de apuestas es 0. Numéricamente tenemos:
2000× 1
2
= 1000
O bien, las veces que se gana el valor apostado, multiplicado por la probabilidad de ganar,
es igual a 1.
2× 1
2
= 1
Retomando la deﬁnición dada por Freund [9], se tiene que cuando el valor de la esperanza
matemática es 1, el juego es justo:
E(x) = xipi = 1
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Si la esperanza matemática es menor que 1, el juego es desfavorable para el jugador, con
posibilidades limitadas de ganar:
E(x) = xipi < 1
Si la esperanza matemática es mayor que 1, el juego es favorable para el apostador, toda
una ganga, una oportunidad de ganar con grandes ventajas:
E(x) = xipi > 1
Este equilibrio entre los beneﬁcios para los apostadores, se relacionaría con algunos ca-
sos especíﬁcos que se establecen en otras ciencias o campos del saber, en los cuales también
retoma vital importancia la relación de equilibrio entre algunos elementos o componen-
tes, que son necesarios para que el comportamiento o resultado sea el que se presenta o el
que idealmente se debe presentar. Muchos problemas se centran en buscar que se guarden
propiedades y comportamientos para el normal funcionamiento de sistemas a partir de las
relaciones que se presentan entre sus componentes, que de forma analógica muestra la impor-
tancia del reconocimiento y aplicación de éste equilibrio también en la estadística, a partir
del azar y probabilidad. Algunas deﬁniciones en las cuales el concepto de equilibrio toma
gran relevancia al ser parte esencial de la idea a promover son:
• Equilibrio ecológico: Estado al que tiende todo ecosistema en condiciones naturales,
y en el que la cantidad total de energía acumulada por los productores es igual a la
energía consumida y disipada por el sistema.
• Equilibrio químico: Estado de una reacción química reversible en el que la velocidad
de formación de los productos es igual a su velocidad de descomposición.
• Equilibrio térmico: Si todas las partes o cuerpos que lo forman el sistema están a la
misma temperatura.
• Equilibrio mecánico: cuando la suma de fuerzas y momentos sobre todas y cada una
de las partes del cuerpo se anulan.
• Equilibrio de Nash: Es una situación en la cual todos los jugadores conocen lo
que ha hecho cada uno de ellos, convirtiéndose en una estrategia que maximiza sus
ganancias dadas las estrategias de los otros. Consecuentemente, ningún jugador tiene
ningún incentivo para modiﬁcar individualmente su estrategia.
• Centro de gravedad: Un cuerpo está en equilibrio cuando la proyección de su centro
de gravedad cae dentro de la base de sustentación, por el contrario cuando el centro de
gravedad cae afuera de esta el cuerpo pierde el equilibrio. Un ejemplo clásico de este
concepto son las balanzas.
• Equilibrio Económico: En una situación normal, el mercado se encuentra equilibra-
do. Se oferta tanto como se demanda. Es decir que todo lo que hay para vender se
vende (nadie demanda más ni menos de ese determinado bien o servicio de lo que está
ofertado en el mercado).
CAPÍTULO 2. ASPECTOS DISCIPLINARES Y TEÓRICOS 19
Respecto al equilibrio visto como matemáticas, se centrará en situaciones especíﬁcas que
darán espacio a la toma de decisiones; por ejemplo, si se realiza una rifa de 4200000 pesos,
con un total de 1000 boletas, la esperanza matemática es:
4200000× 1
1000
= 4200
Esto debe interpretarse como que por promedio, cada boleto tenga un valor de 4200
pesos, para que en conjunto las 1000 boletas acumulen el premio de la rifa.
Si la rifa tuviera un segundo premio por 2000000 de pesos y un tercer premio por 500000
pesos, se tendría que los premios en total acumulan 5700000 pesos o en promedio
5700000
1000
=
5700, es decir 5700 pesos por boleto. Las probabilidades se dividirían de la siguiente manera:
• Ganar el primer premio: 1
1000
= 0, 001.
• Ganar el segundo premio: 1
1000
= 0, 001.
• Ganar el tercer premio: 1
1000
= 0, 001.
• No ganar: 997
1000
= 0, 997
En promedio se ganaría así:
0(0,997) + 4200000(0,001) + 2000000(0,001) + 500000(0,001) = 5700
que es la suma de los productos obtenidos al multiplicar cada posible premio por la proba-
bilidad correspondiente de obtenerlo.
CAPÍTULO 3
Aspectos pedagógicos y didácticos
3.1. Marco pedagógico
En el modelo constructivista, la experiencia facilita el aprendizaje a medida en que se
relacione con el pensamiento. El juego forma parte fundamental, a partir del juego, el niño
construye signiﬁcantes individuales adaptado a sus deseos; con la imitación y con el lenguaje,
sucede lo contrario, el niño se enfrenta a modelos ya existentes por lo cual la creatividad
estaría en las actividades lúdicas recreativas y no en la adquisición de las normas regidas del
lenguaje oral y escrito [10].
Siguiendo con los autores, tenemos a David Ausbel (1978), quien es uno de los creadores
del aprendizaje signiﬁcativo. Este modelo, habla acerca de los nuevos conocimientos que
se vinculan de manera clara y estable con los conocimientos previos de los cuales dispone
el individuo, es decir que el mismo estudiante relaciona los conceptos nuevos que adquiera
a través del docente y los conceptos que ellos poseían. Por lo cual, si se desea cambiar
la educación actual es indispensable que exista un modelo de aprendizaje centrado en el
descubrimiento por parte del estudiante, ayudado por las nuevas tecnologías emergentes,
debido a que el aprendizaje es mayor cuando los estudiantes participan en la construcción
de un producto signiﬁcativo [11].
De acuerdo con Ausbel, Novak y Hanesion [12], la esencia del aprendizaje signiﬁcativo,
reside en un principio muy sencillo, a saber que las ideas expresadas sean mostradas de modo
arbitrario pero si sustancialmente, es decir, no al pie de la letra con lo que el estudiante ya
sabe. Este aprendizaje se fundamenta en el proceso de pensamiento clave de la comprensión.
Por lo cual, el objetivo de enseñar, es que el estudiante se apropie del conocimiento de
forma integral, dejando que el individuo actué de manera autónoma y con más libertad
de pensamiento, para llegar a alcanzar un conocimiento generador, que no se acumula sino
que actúa, enriqueciendo la vida de las personas y ayudándolas a aprender del mundo y a
desenvolverse en él.
Vygotsky (1924) es otro autor que deﬁende el aprendizaje signiﬁcativo, él sostiene que
es el niño quien reconstruye su conocimiento y la escuela tendrá como objetivo desarrollar
las capacidades de los individuos, en un proceso donde el lenguaje es el mediador; donde
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sus acciones pueden iniciarla con una persona adulta, pero que luego con esta interrelación
el individuo aprenderá a desarrollarse de manera autónoma y voluntaria. El pensamiento
verbal, con este se adquiere un instrumento o herramienta que le permite al ser humano
acceder y tener una relación distinta con la realidad, esta forma de pensamiento, a su vez
se ampliﬁca cada vez que las comunidades inventan nuevos sistemas de comunicación que
interiorizan y dan origen a formas más avanzadas de pensamiento lingüístico y así sucesi-
vamente; convirtiéndose en un proceso interminable de permanente construcción, donde los
diferentes lenguajes son cada vez mejores. Lo mismo sucede con las diferentes formas de
pensar y construir; quizás el lenguaje es la mejor herramienta algunos dicen que quizás
el computador también lo sea para construir conocimiento; no se puede olvidar que el ser
humano tiene una gran capacidad para crear lenguajes, instrumentos, aparatos tecnológicos,
entre ellos computadores que ayuden a la interacción con la naturaleza y la sociedad, lo que
permite construir nuevas formas de relación y de conocimiento.
Recordemos pues que el gran mediador actual es el computador, herramienta que permite
un mayor desarrollo de capacidad de comunicación al desarrollar al máximo las teorías de la
informática. De acuerdo con todo esto, si la enseñanza debe partir del conocimiento de los
conceptos que manejan los estudiantes y del estimativo de las habilidades que estos poseen
en un momento dado y además sumamos la función del contexto, por tanto, el impacto de
los medios de comunicación e información. Entonces podemos decir que es decisivo el papel
que cumple la informática y el computador en el desarrollo del individuo y en el aprendizaje
signiﬁcativo.
Una de las características del aprendizaje signiﬁcativo es que se requiere de conﬁrmación y
retroalimentación cognoscitiva, que permite corregir errores y ajustar desviaciones mediante
el debate y la discusión con pares y profesores, pero sobre todo ensayando y probando. A la
vez se trata de confrontar y hacer viable la conjetura del estudiante, no desde afuera, sino
desde la iniciativa racional que sustenta con el estímulo y la ayuda del profesor y del grupo.
Por esto, es necesario que la escuela prepare a los estudiantes a enfrentarse a la realidad en
que viven, a enseñarle a pensar, a actuar y no dejar que se les impongan lo que piensan,
hablen, escriban o creen los otros sin asumir una actitud crítica, como anteriormente lo
hacían de acuerdo a la concepción tradicionalista.
Como reconoce el constructivismo, todo conocimiento humano es procesado y construido
activamente por el sujeto ya que el verdadero aprendizaje es una ediﬁcación de cada indi-
viduo que logra modiﬁcar su estructura mental y alcanzar un mayor nivel de diversidad,
complejidad y de integración, es decir, el verdadero aprendizaje es aquel que contribuye al
desarrollo de la persona; en suma, la enseñanza constructivista, considera que el aprendiza-
je humano es siempre una construcción interior cuyo propósito es precisamente facilitar y
potenciar al máximo ese procesamiento interior del alumno con miras a su desarrollo [10].
El constructivismo trata de formar profesionales que respondan ante un entorno de cam-
bio permanente en el campo educativo; por lo cual intenta ayudar al docente en la aceptación
de que debe proponerse un campo de investigación y acción que integre y comprometa su
medio, de tal forma que logre que se generen ambientes propicios para el aprendizaje; aca-
bando con los esquemas autoritarios, dogmáticos y resistentes al cambio, haciendo uso de
medios masivos interactivos y fomentando el desarrollo de habilidades que contribuyan al
alcance del conocimiento integral.
Cuando se habla de constructivismo en el campo de tecnologías de la información, se
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entiende que el ambiente de aprendizaje que propicia el docente se debe caracterizar por
disponer elementos que permitan explorar y construir; así se deﬁnen dos tareas constructivas
previas y fundamentales para deﬁnir los espacios del aula y los problemas. Uno, el conoci-
miento que el docente tiene de su estudiante y el conocimiento previo que este trae; y dos,
la creación o dotación de un ambiente propicio para aprender. En este sentido el reto de los
maestros de cara a las implicaciones educativas al introducir nuevas tecnologías de comuni-
cación e información en la educación es incorporarlas en forma constructiva, innovadora y
sistemática de tal manera que fortalezcan las capacidades de docentes y estudiantes.
Si se dice que toda transformación intelectual tiene un punto de partida, una estructura
de saberes existentes y organizada automáticamente por cada uno y que ella impone el tipo de
organización y reorganización posterior a la que se llegue. Dando así a un conocimiento más o
menos preciso del mismo. Resulta importante preguntarse cómo ayudar a que los estudiantes
se autoformen, llegando así al punto de partida, el fundamento para la predicción de cual
podrá ser la forma de presentar ese conocimiento para que ellos se apropien de él sin que se
les manipule, ni entregue un saber elaborado para que lo aprendan de memoria procurando
que desarrollen estructuras intelectuales a partir de lo que les facilitemos como docentes
cuando ﬁnalice el acto pedagógico.
Respecto a la enseñanza de la estadística, ya hace varios años se le reconocía su impor-
tancia, tanto que ahora se aplica en casi todos los campos, es así como se describía que
una cultura cientíﬁca eﬁciente reclama una educación en el pensamiento estadístico y pro-
babilístico, se parte de la hipótesis de que el concepto de probabilidad es el resultado de
un aprendizaje, intencionado o no, a partir de un conjunto de intuiciones primarias. El ser
humano se describe como capaz de procesar y utilizar la información, por lo que se espera
que tome racionalmente decisiones, se comporte en función de las expectativas de obtención
de determinados resultados. En el modelo de la acción razonada [13], se integran factores
actitudinales y comportamentales, inﬂuenciados desde los resultados personales y sociales
del sujeto, donde la aprobación de determinado comportamiento se vuelve predecible, al ser
efecto de la percepción de los resultados.
En [14] las investigaciones de Fischbein y sus colaboradores se centran en los dos tipos
de intuiciones, en primer lugar, tratan de demostrar la existencia de intuiciones primarias
observando cómo se empareja progresivamente la conducta de sujetos en edad preescolar con
las distintas frecuencias de series aleatorias presentadas en un contexto probabilístico. Son
trabajos que se enmarcan en el paradigma del aprendizaje de la probabilidad cuya situación
experimental presenta dos bombillas, izquierda y derecha, y el sujeto tiene que predecir la
bombilla que se encenderá; se asume que la probabilidad de que las bombillas se enciendan
viene dada por la distribución de Bernoulli. El término aprendizaje de la probabilidad se
reﬁere a una situación en la que las respuestas del sujeto no se refuerzan constantemente
sino intermitente y aleatoriamente, con una particular frecuencia relativa. En esta situación,
la proporción de las elecciones de los sujetos tiende a igualarse con la proporción de encendido
de las bombillas, en otras palabras, la probabilidad de una respuesta dada tiende a igualar
la probabilidad del correspondiente estímulo. El aprendizaje de la probabilidad ha sido uno
de los paradigmas favoritos de la investigación psicológica conductista.
En segundo lugar, intentan analizar la inﬂuencia de la instrucción en el desarrollo del
concepto de probabilidad y diseñan experiencias de aula que, a partir de las intuiciones pri-
marias, permitan a los niños desarrollar intuiciones secundarias y comprender el concepto de
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probabilidad; en el programa de instrucción que diseñan Fischbein y Gazit intentan enseñar
a niños de 5◦ (11 a 12 años), 6◦ (12 a 13 años) y 7◦ grado (13 a 14 años) el concepto de
probabilidad mediante la introducción teórica y práctica de las nociones de suceso seguro,
posible e imposible, el concepto de frecuencia relativa y la cuantiﬁcación de probabilidades.
3.1.1. Algunos obstáculos ontogénicos
Se describen algunos elementos de investigaciones sobre la comprensión de las nociones
básicas probabilísticas y las estrategias de razonamiento que, en términos de obstáculos
ontogénicos, utilizan los sujetos al otorgar signiﬁcado a dichas nociones.
En Serradó [1] se menciona que respecto a los obstáculos asociados a la comprensión de
las nociones básicas, son descritos por Hoemman y Ross (1982), quienes establecen que los
niños antes de los seis años, tienen deﬁciencias para precisar la relaci'on causa-efecto y, en
consecuencia, indiferentemente caracterizan azar y causalidad. Es más, Inhelder y Piaget
(1985) argumentan que en el nivel preoperatorio, ante el azar los sujetos presentan una
actitud paradójica: esperan que frente a condiciones semejantes los fenómenos se repitan de
modo idéntico.
En un principio el niño se desorienta ante lo inesperado o fortuito, pero luego, progresi-
vamente, busca justiﬁcar las dudas encontradas, intentando formular razones para los hechos
percibidos; por ejemplo, cuando esperan una cierta compensación en la aparición de los po-
sibles resultados esperados, como una autorregulación de los resultados. A este respeto, se
indica que las ideas intuitivas sobre el azar pueden preceder a las ideas formales y, si son
correctas, pueden ser de gran ayuda en el aprendizaje; pero en caso contrario, pueden llegar
a diﬁcultar la correcta comprensión de los conceptos.
En Serradó [1] se recalca que la no-inclusión de esta noción en la enseñanza puede supo-
ner un obstáculo didáctico en la construcción de la noción de probabilidad, ya que ésta se
sustentará en ideas intuitivas que no permitirán comprender la naturaleza de los fenómenos
a los que se enfrentan. Donde Fischbein, Nello y Marino (1991) destacan las diﬁcultades de
los sujetos en la comprensión de las nociones de suceso simple y compuesto, que puede ser
un obstáculo para la posterior comprensión de las nociones de sucesos equiprobables, sucesos
contrarios y sucesos independientes.
La distinción entre sucesos equiprobables o no, se puede presentar de dos formas diferen-
tes, una primera puede provenir de una hipótesis que establezca el sujeto sobre la simetría
del azar, igualdad de oportunidades o posibilidades de ocurrencia del suceso; una segunda,
que apela a un juicio no cuantitativo de la equiprobabilidad, en relación exclusivamente con
su carácter fortuito. La subjetividad asociada a la determinación de la simetría o equidad
del azar puede ser un obstáculo para la determinar si dos sucesos son equiprobables. Es más,
dicha subjetividad favorece la aparición del llamado sesgo de la equiprobabilidad, en el que
los sujetos consideran los posibles resultados de cualquier fenómeno equiprobables porque
son materia del azar.
Determinar si dos sucesos son independientes genera diﬁcultades en la construcción del
signiﬁcado de la noción de independencia estocástica, Truran y Truran (1996) [15] analizan
el concepto de independencia, indicando que es diferente considerar sucesos aleatorios que
pruebas aleatorias e indican la necesitad de dos caracterizaciones diferentes con la ﬁnalidad
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de no generar un obstáculo didáctico. Por una parte, se debe introducir el signiﬁcado de
independencia clásica, mediante la regla del producto, y por otra, reﬂexionar sobre la in-
dependencia de la prueba, que reﬂeja que los resultados de una prueba aleatoria no están
inﬂuenciados por los resultados de cualquier otra prueba del mismo generador aleatorio. El
reconocimiento de la dependencia clásica necesita de la distinción de sucesos excluyentes,
en la cotidianidad los sucesos mutuamente excluyentes no son necesariamente sucesos com-
plementarios, lo cual provoca una confusión en el sujeto. El obstáculo podría surgir cuando
se realizan argumentaciones para determinar las posibles pertinencias a ciertas clases que
generan los sucesos aleatorios.
En Serradó [1] los obstáculos asociados a las estrategias de razonamiento inducen a tener
situaciones de incertidumbre. Konold (1995) deﬁne outcome approach a los razonamientos
de los sujetos que obvian en el marco global de decisión la serie aleatoria y evalúan en fun-
ción del resultado siguiente, cuando se encuentra bajo condiciones de incertidumbre. En el
heurístico de la representatividad, los sujetos consideran que un resultado debe ser represen-
tativo de la población que proviene, es decir, representativo del conjunto de características
o cualidades sobre el que se trabaja. La enseñanza reaﬁrma esta creencia pero mantiene
sus sesgos, conﬁgurándose como un posible obstáculo ontogénico y además didáctico, lo que
diﬁculta la comprensión de las situaciones dominadas por la incertidumbre.
En relación al uso heurístico de la representatividad, están las argumentaciones basadas
en la falacia del jugador, que se centra en una idea errónea sobre la imparcialidad de las leyes
del Azar; esta falacia se puede constituir en un obstáculo en la comprensión del signiﬁcado
de la estabilidad de las frecuencias relativas, al considerar que la estabilidad se puede dar en
series limitadas de números. En último lugar, la importancia del sesgo de la equiprobabilidad,
donde los sujetos consideran los posibles resultados como equiprobables porque son materia
del azar, este sesgo se constituye como un obstáculo para la comprensión de noción de
aleatoriedad, que reduce su signiﬁcado a argumentaciones basadas en la equiprobabilidad de
los sucesos.
3.2. Marco didáctico
El acelerado desarrollo de las Tecnologías de la Información y la Comucicación (TICs)
en los últimos años, ha promovido cambios signiﬁcativos en la forma en que se relacionan
con la educación, y es precisamente el motivo en el que se fundamentan los cuestionamientos
acerca de la necesidad de plantear cambios en los modelos educativos, que soporten las
características tanto del sujeto que entra en el proceso de formación como de los distintos
escenarios en donde éstos se pueden desarrollar. De forma alterna, en los ambientes modernos
se hace necesario el uso de metodologías que permitan la obtención de resultados óptimos,
o por lo menos favorables, en problemas complejos con características similares a otros que,
estando en contextos diferentes, poseen un comportamiento comparable a partir de conceptos
especíﬁcos. El OVA permite que el usuario interactúe ante un problema sencillo relacionado
a cada tema, construya una respuesta y posteriormente de ser necesario, retroalimente el
proceso desde la observe, paso a paso, de una solución.
La propuesta aborda estrategias que buscan cómo calcular (o estimar) una probabilidad,
por lo que se retoman algunas de las concepciones referentes a la deﬁnición de probabilidad
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clásica (Laplaciana), frecuentista (experimental) y la subjetivista, a causa de que es nece-
sario reconocer las conexiones entre ellas, para facilitar la comprensión y el razonamiento
probabilístico por parte de los estudiantes sobre las situaciones problema y de juego que se
les presentan. El abordaje clásico calcula la probabilidad como una razón entre el número
de casos favorables y el número de casos posibles, la frecuentista la aproxima como una fre-
cuencia relativa en repeticiones, y la subjetiva estima una probabilidad por determinación
arbitraria del analista, fundamentado en algún criterio de decisión que considere.
En [4] los juegos de azar basados sobre dados, monedas, extracción de canicas en urnas,
se enmarcan en esta perspectiva teórica por tratarse de fenómenos cuya variable es discreta y
porque se supone que siempre es posible seleccionar, como espacio muestral, un conjunto de
eventos elementales que garantizan equiprobabilidad. Otro modo de abordar la probabilidad
es en una perspectiva frecuentista, es decir, a partir del cálculo de las frecuencias relativas
de ocurrencias de eventos provenientes de experimentos repetidos; otro modo de abordar la
probabilidad es en una perspectiva frecuentista, al calcular las frecuencias relativas de ocu-
rrencias de eventos provenientes de experimentos repetidos, lo que implícitamente requiere
gran número de repeticiones buscando estabilizar los resultados.
La probabilidad vista de forma subjetiva es una manifestación de la creencia o percepción
individual del comportamiento de los eventos, y es Canavos [2] quien describe como la proba-
bilidad subjetiva trata de medir la conﬁanza que un individuo expresa sobre la veracidad de
un fenómeno tomando en cuenta su propia experiencia o conocimiento sobre la situación de
estudio. En este caso, diferentes personas pueden atribuir diferentes valores de probabilidad
para un mismo evento. Es indudable que se necesita abordar los tres tipos de deﬁniciones
para que los estudiantes desarrollen su razonamiento probabilístico, por tanto se hará uso de
la resolución de problemas y de la teoría de juegos como herramientas que permitan deﬁnir
una estrategia de trabajo.
3.2.1. El pensamiento aleatorio
En los Lineamientos Curricualares (1998) [16] se evidencia como la teoría de la probabi-
lidad y su aplicación a los fenómenos aleatorios, han construido un andamiaje matemático
que de alguna manera logra dominar y manejar acertadamente la incertidumbre. Fenómenos
que en un comienzo parecen caóticos, regidos por el azar, son ordenados por la estadística
mediante leyes aleatorias de una manera semejante a cómo actúan las leyes determinísti-
cas sobre otros fenómenos de las ciencias. Los dominios de la estadística han favorecido el
tratamiento de la incertidumbre en ciencias como la biología, la medicina, la economía, la
psicología, la antropología, la lingüística..., y aún más, han permitido desarrollos al interior
de la misma matemática.
En las matemáticas escolares el desarrollo del pensamiento aleatorio mediante contenidos
de la probabilidad y la estadística, debe promover la exploración y la investigación tanto por
parte de los estudiantes como de los docentes, debe integrar la construcción de modelos de
fenómenos físicos y del desarrollo de estrategias como las de simulación de experimentos
y de conteos, también han de estar presentes la comparación y evaluación de diferentes
formas de aproximación a los problemas con el objeto de monitorear posibles concepciones
y representaciones erradas. De esta manera el desarrollo del pensamiento aleatorio signiﬁca
resolución de problemas.
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Los docentes, además de considerar situaciones de aplicación reales para introducir los
conceptos aleatorios, deben preparar y utilizar situaciones de enseñanza abiertas, orientadas
hacia proyectos y experiencias en el marco aleatorio y estadístico, susceptibles de cambios y de
resultados inesperados e imprevisibles. Los proyectos y experiencias estadísticos que resultan
interesantes y motivadores para los estudiantes generalmente consideran temas externos a
las matemáticas lo cual favorece procesos interdisciplinarios de gran riqueza.
3.2.2. Algunos obstáculos didácticos en la enseñanza de la probabi-
lidad
Este análisis se centra en dos aspectos de la construcción del conocimiento: uno relacio-
nado con el uso del lenguaje probabilístico, y otro con los contextos de ejempliﬁcación y
experimentación para la construcción del conocimiento.
El lenguaje en la construcción del conocimiento probabilístico se reﬂeja en los diferentes
diseños curriculares, en Lineamientos Curriculare [16], se sugiere que: hay que tener en cuenta
que los procesos de modelación tienen que ver con el nivel de lenguaje de los niños; a veces
el lenguaje facilita o retarda la comprensión de la realidad. Si reﬂexionamos sobre el inicio
en el estudio de la probabilidad, ya el niño ha usado en sus juegos y vida diaria términos
y expresiones para referirse a los sucesos aleatorios que, con frecuencia, no tienen el mismo
sentido preciso que adquieren en el Tratamiento del Azar, en el caso concreto de la propuesta
donde la comparación será un elemento base de la probabilidad, éstas pueden ser desde un
simple inventario, bien por análisis de las simetrías del aleatorizador, por la observación de la
ocurrencia de acontecimientos diferenciados respecto al mismo fenómeno. La comparación se
hace con ruletas para facilitar el análisis de las simetrías, ya que visualizan mejor la relación
parte todo, como comparación aditiva de las porciones favorables a determinado color, y por
tanto, deducir ventajas y desventajas de la regla de Laplace [17]. Dichas diferencias entre el
lenguaje cotidiano y el lenguaje probabilístico pueden generar diﬁcultades o bases según su
uso.
En Truran y Truran [15] se indica que muchos niños confunden los términos imposible
y muy poco probable, lo que resulta problemático no son los términos imposible, seguro,...
en sí mismos, sino los conceptos y procesos subyacentes que se están comunicando y el sig-
niﬁcado que transmiten. Mencionan además como Batanero y Serrano (1999) indican que
la introducción de la idea de aleatoriedad se hace preferentemente de un modo descriptivo,
cobrando un papel primordial los matices de lenguaje, la descripción de las características
atribuidas a los resultados de los experimentos se realiza mediante palabras como imprevisi-
bles, incierto, etc., con las que se pretende que se evoquen las propiedades de tales fenómenos,
pero cuyo signiﬁcado no suele clariﬁcarse. La falta de clariﬁcación de la noción de aleatorie-
dad deja abierta la posibilidad de interpretación ambigua, y se puede conﬁgurar como un
obstáculo en la comprensión de la noción de aleatoriedad por parte de los alumnos. Esta idea
indica que un tratamiento inadecuado de la forma de contextualizar y referenciar los obje-
tos (acontecimientos, fenómenos, experimentos aleatorios,...) puede ocasionar un obstáculo
didáctico en la comprensión de la noción de aleatoriedad y probabilidad.
Por otro lado, en la enseñanza de las matemáticas se pueden encontrar tres tipos diferentes
de palabras [4]:
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• Palabras técnicas, que pocas veces hacen parte del lenguaje cotidiano.
• Términos que aparecen tanto en las matemáticas como en el lenguaje ordinario, aunque
pueden tener diferente signiﬁcado dependiendo el contexto.
• Palabras que tienen signiﬁcados iguales o muy próximos en ambos contextos.
En el caso de la enseñanza de la probabilidad en niveles diferentes a los universitarios,
la mayoría de los vocablos pertenecen a las dos últimas categorías aunque, si el niño pocas
veces las utiliza, muchas de las palabras de la tercera categoría se convertirán en términos
de la segunda, lo que podrá crear diﬁcultades de comunicación en el aula. Se mencionan los
obstáculos asociados a la experimentación y ejempliﬁcación, y se indica que las posibilidades
didácticas que se deducen de las experiencias empíricas son más limitadas de lo que sugieren
los textos escolares. Las sucesiones aleatorias obtenidas en clase convergen lentamente. Debi-
do, a su carácter aleatorio, puede ocurrir que el resultado obtenido sea diferente al esperado
cuando se quiera mostrar con una simulación una cierta probabilidad.
Con referencia a los generadores aleatorios, que generalmente se utilizan para introducir
las nociones de probabilidad, se observa que una ruleta visualiza mejor la relación parte-todo,
y por tanto la Regla de Laplace, y además, permite al alumno utilizar consideraciones de tipo
geométrico. Las chinchetas permiten ejempliﬁcar situaciones de sucesos no equiprobables.
Las barajas, urnas o bolsas con bolas permiten trabajar situaciones de muestreo con y sin
remplazamiento, facilitando la determinación de la probabilidad para sucesos dependientes e
independientes, difíciles de ejempliﬁcar con otros dispositivos [17]. El uso exclusivo de uno de
estos instrumentos al introducir una noción, puede favorecer una asociación del dispositivo
con el concepto a aplicar, sin favorecer el aprendizaje signiﬁcativo de las propiedades de los
mismos.
En síntesis, el desarrollo de las nociones sobre probabilidad estará orientado a que los estu-
diantes relacionen el lenguaje cotidiano con el lenguaje probabilístico y analicen las ventajas
de la asignación del grado de incertidumbre asociado a situaciones didácticas relacionadas
con juegos, situaciones cotidianas y situaciones cientíﬁcas.
3.2.3. Resolución de problemas
Es común encontrar rechazo con la matemática, ocasionado por experiencias o anteceden-
tes culturales que la referencian como de difícil abordaje; la resolución de problemas dentro
de un contexto de juego, promueve a que el estudiante explore para conocerlo, establezca y
veriﬁque sus estrategias, dedique esfuerzo para hallar y comprender su solución. Según Borin
(1996) La resolución de problemas debe ser la metodología elegida para el trabajo con juegos,
por ser más adecuada para desarrollar una postura crítica ante cualquier situación que exija
una respuesta [18]. Así, cada hipótesis/estrategia formulada o cada jugada desencadenan
una serie de cuestionamientos como: ¾Es esa la única jugada posible? Si hubiera alternativas,
¾cuál escoger y por qué escoger esta o aquella? Terminado el problema o la jugada, ¾cuáles
fueron los errores y por qué se cometieron? ¾Aún es posible resolver el problema o ganar en
el juego, si se cambiaran los datos o las reglas?
La implementación de la propuesta se fundamenta en el diseño de unidades didácticas
que hagan uso de juegos y de situaciones problema en diversos contextos, donde la prioridad
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no sólo sea resolver el problema (porque encontrar buenas preguntas es tan importante como
encontrarles soluciones); y es que aún con las ventajas que pueden obtenerse de éste tipo de
situaciones en la enseñanza, es necesario deﬁnir una estrategia que evidencie cómo aprovechar
las bondades de éste tipo de trabajo, donde se den pautas a seguir y haya retroalimentación;
así los estudiantes pueden construir sus propios aprendizajes con una mejor comprensión del
concepto de probabilidad y en especial el de juego justo.
3.2.4. Representaciones
Según Lineamientos [16] en los cursos de la educación básica las representaciones gráﬁcas
como las circulares, histogramas, diagramas de árbol son marcos matemáticos que permiten
captar la aleatoriedad y la incertidumbre tanto en forma cuantitativa como cualitativa, sobre
los cuales los estudiantes pueden hacer evaluaciones y tomar decisiones, sin recurrir a un
esquema único de cálculo que los llevaría a encontrar valores deterministas deﬁnidos.
El lenguaje de la probabilidad hace necesario que las representaciones involucradas estén
deﬁnidas claramente, para que se puedan explorar sus bondades y se puedan aprovechar las
relaciones que se pueden establecer entre ellas, es así como en Torres y otros (2013) [19] se
deﬁnen las siguientes categorías:
• Expresiones Verbales: Las palabras que se relacionan a la probabilidad hacen alusión
a algunos de los conceptos, a sus propiedades, a sus procedimientos o a sus signiﬁcados.
Entre el tipo de palabras están esas que forman parte de la matemática pero que
normalmente no hacen parte del lenguaje cotidiano; las palabras que aparecen en las
matemáticas y en el lenguaje ordinario, aunque no siempre con el mismo signiﬁcado en
los dos contextos y palabras que tienen signiﬁcados iguales o muy próximos en ambos
contextos.
• Lenguaje Numérico: Se usan comúnmente los números enteros, fraccionarios y deci-
males; los enteros representan un valor de la variable aleatoria de interés o un suceso en
el experimento (posible, imposible o seguro), también permiten cuantiﬁcar el número
de casos favorables o posibles al igual que para frecuencias absolutas. Las fracciones
se utilizan para representar el valor de la probabilidad o las frecuencias, que posterior-
mente se trabaja su equivalencia con los decimales.
• Lenguaje Simbólico: Las deﬁniciones formales relacionadas a la descripción de un
concepto matemático, hacen uso de símbolos o convenciones que representen de forma
general características y propiedades, por ejemplo tenemos el uso de P (signiﬁcante)
como expresión de la probabilidad de un suceso (signiﬁcado); también símbolos de
adición (+), igualdad (=), desigualdad (<, >) y aproximación (≈).
• Lenguaje Tabular: Se usa principalmente para organizar datos, respecto a la proba-
bilidad se usa para presentar frecuencias relativas como estimaciones de probabilidades,
facilitando su articulación con la estadística y la introducción del signiﬁcado frecuen-
cial; al presentar listados de datos, que pueden constituir el espacio muestral en el
experimento de interés o se usan para efectuar un recuento.
• Lenguaje Gráﬁco: Comúnmente los diagramas de barra, de sectores y pictogramas
se relacionan más con la estadística que con la probabilidad, pero éstos aportan para
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la comprensión de la distribución de probabilidades y el signiﬁcado frecuencial. En el
estudio de la probabilidad se hace uso de gráﬁcos de barra, circulares, pictogramas,
histogramas y diagramas en árbol, los cuales se usan como apoyo en la argumentación
dependiendo las necesidades, es así como el gráﬁco de barras se asocia con variables
aleatorias discretas; el pictograma con frecuencias absolutas de una variable cualitativa
o discreta con pocos valores; el gráﬁco de sectores con proporciones (o frecuencias
relativas) de una variable cualitativa o discreta con pocos valores; el histograma para
representar las probabilidades (o frecuencias observadas) de una variable continua y
el diagrama de árbol para representar el espacio muestral asociado a un experimento
aleatorio de varias etapas, aunque no se hace una conexión explícita con el cálculo de
probabilidades compuestas o condicionales.
Es relevante la función del lenguaje en la enseñanza-aprendizaje de la matemática, y
más especíﬁcamente para la probabilidad, la cual requiere ir evolucionando según el nivel al
que pertenezcan los estudiantes, donde el lenguaje cotidiano debe ser el punto de partida
para que el estudiante progrese hacia un lenguaje matemático más avanzado, que le permita
interpretar los signiﬁcados más técnicos de la probabilidad; por tanto como docentes debemos
buscar permanentemente la relación entre el lenguaje cotidiano y el formal, mediante el
cual mejorar la comprensión del conocimiento, se facilite el aprendizaje y el desarrollo de
habilidades.
3.2.5. Evaluación formativa
Es el proceso de obtener, sintetizar e interpretar información para facilitar la toma de
decisiones orientadas a ofrecer retroalimentación al estudiante, es decir, para modiﬁcar y
mejorar el aprendizaje durante el período de enseñanza, ha de poner énfasis en la valoración
permanente de las distintas actuaciones de los estudiantes cuando interpretan y tratan situa-
ciones matemáticas y a partir de ellas formulan y solucionan problemas. Estas actuaciones
se potencian cuando el docente mantiene siempre la exigencia de que los estudiantes propon-
gan interpretaciones y conjeturas; proporcionen explicaciones y ampliaciones argumenten,
justiﬁquen y expliquen los procedimientos seguidos o las soluciones propuestas.
La evaluación vista desde la pedagogía, se realiza para obtener la información necesaria
para valorar el proceso educativo, la práctica pedagógica y los aprendizajes de los estudiantes
con la ﬁnalidad de tomar decisiones sobre las acciones que no han resultado eﬁcaces y realizar
las mejoras pertinentes. La evaluación formativa como valoración permanente integra la
observación atenta y paciente como herramienta necesaria para obtener información sobre
la interacción entre estudiantes, entre éstos y los materiales y recursos didácticos y sobre
los procesos generales de la actividad matemática tanto individual como grupal. Además, el
registro de las evidencias por parte del docente, complementado con los registros que cada
estudiante debe llevar de su propio trabajo ayuda para que los estudiantes se apropien de su
propio avance y asuman la responsabilidad conjunta en su aprendizaje.
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3.3. Las TICs en la educación
La clave para entender las prácticas educativas se enmarca en los objetivos esperados, en
las cuales cobran importancia el aprender a pensar de forma crítica e innovadora, además,
promover la autodisciplina, ya que es un gran logro conseguir que los estudiantes asuman
con responsabilidad su formación. También es necesario que el docente sea consecuente a la
hora de seleccionar y presentar contenidos, anticipando los posibles elementos que puedan
conducir a interpretaciones equivocadas, donde los resultados obtenidos estén de acuerdo a
los objetivos de enseñanza, en un enfoque que se adapte a las expectativas y característi-
cas del contexto bajo la inﬂuencia inmediata del educador. El contexto inﬂuye de manera
directa en las percepciones del estudiante, respecto a las tareas propuestas y a las estrate-
gias que se adoptan en el proceso de aprendizaje, es ahí donde se tiene que aprovechar éste
tipo de metodologías que aunque se fundamentan en intenciones tradicionales de enseñar y
aprender, involucran una herramienta distinta y mejorada, que promueve un tipo de trabajo
visualmente más atractivo y dinámico.
La evaluación ejerce una inﬂuencia indiscutible en el modo en que los estudiantes enfo-
can su educación, es importante darle relevancia en su diseño e implementación dentro de
las estrategias educativas, ya que la forma en que se evalué, deja la impresión de lo que se
considera importante dentro del estudio y cuál es el enfoque más adecuado para aprender;
entre las estrategias utilizadas frecuentemente están la memorización de información, el aco-
modarse al método con el cual se dé aprobación, o en general, a todo tipo de estrategia que
aporte a la construcción de un sistema de evaluación, que sea consecuente con los resulta-
dos educativos esperados, los cuales sean parte integral del plan de estudios, evitando caer
en desarrollo de temas aislados que no aporten a la construcción activa y complementaria
de los conceptos, al igual que promover una carga excesiva de contenidos que lleven a un
aprendizaje superﬁcial, o por el contrario pobre de contenidos, que ocasiones la omisión de
contenidos que fundamenten nuevos conceptos o que sirvan de complemento para una mejor
comprensión de otros.
La era de la información y el mundo interconectado están obligando a los educadores
a replantearse la experiencia educativa. Se está haciendo evidente que el valor añadido del
futuro basado en el conocimiento será un entorno educativo que desarrolle y promueva
la capacidad para pensar y aprender de forma autónoma y al tiempo conjunta. Es decir,
que promueva a los estudiantes críticos y autoorientados, motivados y capaces tanto para
la reﬂexión como para la cooperación. Motivados también para seguir aprendiendo a lo
largo de la vida. Las expectativas en educación aumentan, y esbozan los elementos básicos
requeridos para obtener los resultados correspondientes, lo cual no implica una reinvención
de las prácticas educativas y resultados formativos tradicionales, más bien recuperar éstos
ideales dentro del enfoque fundamentado en desarrollos tecnológicos [20].
Los estudiantes consumen la mayoría de su tiempo en cualquier forma de educación, inter-
actuando con los contenidos educativos. En la educación tradicional basada en la presencia
en las aulas, eso se traducía en el uso de libros de texto y de recursos de la biblioteca. En los
contextos virtuales, los contenidos pueden presentarse de forma poco llamativa y puntual,
pero también puede recurrirse a una rica variedad de recursos interactivos, simulaciones,
micro mundos, etc. El desarrollo, catalogación y distribución de esos contenidos, denomina-
dos generalmente objetos educativos, pone a disposición de los docentes, programadores y
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estudiantes una oferta muy amplia de recursos que pueden facilitar de manera positiva los
procesos de enseñanza aprendizaje [21].
La educación es un proceso uniﬁcado en que los profesores y estudiantes tienen respon-
sabilidades importantes y complementarias, esa relación constituye el núcleo de toda expe-
riencia educativa, formando parte del proceso amplio del aprendizaje; a la presencia docente
le corresponde garantizar el equilibrio transaccional adecuado y, junto a los estudiantes, ges-
tionar y hacer seguimiento de los resultados obtenidos de acuerdo con una pauta temporal.
Los ambientes virtuales de aprendizaje suponen un cambio en el rol del docente, adoptando
diversos momentos dentro de la estrategia propuesta que además, incluya responsabilidades
que se orienten al seguimiento de los objetivos, desarrollo de habilidades, de conceptos, a la
innovación y al dominio de estrategias, por lo cual se da una proyección bastante exacta entre
los esquemas previos y las tres categorías de la presencia docente. La Tabla 3.1 demuestra
la congruencia de los varios roles docentes según diferentes autores [22].
Anderson y otros Berge Paulsen
Diseño y organizción del plan docente. Gestionar. Organizar.
Facilitar el discurso. Función social. Función social.
Enseñanza directa. Función pedagógica. Función intelectual.
Función técnica.
Tabla 3.1: Roles docentes en el e-learning
La educación básica y media debe tener como propósito que los estudiantes alcancen
las competencias matemáticas necesarias para comprender, utilizar, aplicar y comunicar
conceptos y procedimientos matemáticos. Que puedan a través de la exploración, abstracción,
clasiﬁcación, medición y estimación, llegar a resultados que les permitan comunicarse y
hacer interpretaciones y representaciones; es decir, descubrir que las matemáticas si están
relacionadas con la vida y con las situaciones que los rodean, más allá de las paredes de la
escuela.
Para lograr este propósito [23] es necesario promover un cambio en la forma de cómo
se enseñan las matemáticas, ya que ha evidenciado tener limitaciones en el cumplimiento
de su objetivo. Los docentes deberían tener en cuenta las mejores prácticas para enseñar
matemáticas, entre las cuales se relacionan:
• Ayudar a que todos los estudiantes desarrollen capacidad matemática.
• Ofrecer experiencias que estimulen la curiosidad de los estudiantes y construyan con-
ﬁanza en la investigación, la solución de problemas y la comunicación.
• Realizar actividades que promuevan la participación activa de los estudiantes en hacer
matemáticas en situaciones reales.
• Entender y utilizar patrones y relaciones, estos constituyen una gran parte de la habi-
lidad o competencia matemática.
• Propiciar oportunidades para usar el lenguaje con el ﬁn de comunicar ideas matemá-
ticas.
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• Ofrecer experiencias en las que los estudiantes puedan explicar, justiﬁcar y reﬁnar su
propio pensamiento, sin limitarse a repetir lo que dice un libro de texto.
• Desarrollar competencia matemática por medio de la formulación de problemas y solu-
ciones que involucren decisiones basadas en recolección de datos, organización, repre-
sentación y análisis.
En cuanto a la integración de las TICs en los procesos de aprendizaje de las matemáticas,
nos hemos basado en el planteamiento de Rubin (2000) [20] quien agrupa en cinco catego-
rías los diferentes tipos de herramientas para crear ambientes enriquecidos por la tecnología:
conexiones dinámicas; herramientas avanzadas; comunidades ricas en recursos matemáticos;
herramientas de diseño y construcción; y herramientas para explorar complejidad. Las herra-
mientas tecnológicas, agrupadas en estas cinco categorías, ofrecen al maestro de Matemáticas
la oportunidad de crear ambientes de aprendizaje enriquecidos para que los estudiantes per-
ciban las Matemáticas como una ciencia experimental y un proceso exploratorio signiﬁcativo
dentro de su formación.
3.3.1. El OVA
A la hora de diseñar contenidos abiertos reutilizables, desde la perspectiva didáctica, se
plantean las siguientes consideraciones, como una forma de mostrar la intencionalidad de la
propuesta y los alcances que se esperan con la misma:
• Intencionalidad pedagógica: será necesario identiﬁcar con qué ﬁnalidad ha sido
generado el contenido y el uso didáctico con que se ha creado. De este modo los demás
usuarios que deseen utilizarlo conocerán el uso correcto con el que el autor los ha
creado.
• Contexto formativo: los contenidos deben diseñarse identiﬁcando bajo qué modali-
dad formativa se va a utilizar.
• Público objetivo: Identiﬁcar quienes son los destinatarios de los contenidos digitales.
• Grado de interactividad: Deﬁnir cuál va a ser el nivel de interactividad del contenido
diseñado.
A partir de lo anterior se deﬁne especíﬁcamente para cada uno de los aspectos las si-
guientes características (ver Tabla 3.2):
Para facilitar la construcción e implementación del OVA se hace uso de una herramienta
tecnológica la cual es de fácil acceso denominada Wix, que es un editor online que permite
crear, importar, editar, estructurar y publicar un sitio web en ﬂash, que además es indexado
en buscadores para promover su visibilidad, lográndose desde la deﬁnición de una dirección
de tipo www.wix.com/nombre de usuario/nombre de documento, para nuestro caso se deﬁne:
http://henrycorrea86.wix.com/ovajuegojusto
Se busca dejar así abierta la posibilidad de uso y aplicación de esta estrategia por parte
de docentes y estudiantes de diferentes instituciones, ya sea a manera de exploración sobre
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OVA
Juego
justo
Intencionalidad pedagógica:
Fortalecer el trabajo de aula, facilitando y motivando el uso de herra-
mientas virtuales para la comprensión de las nociones básicas sobre pro-
babilidad.
Contexo formativo:
Es una propuesta que busca ser parte del proceso de enseñanza de las
probabilidades secundarias.
Público objetivo:
Estudiantes de octavo, noveno, décimo y undécimo grados del Colegio
Aquileo Parra IED de la jornada de la tarde.
Grado de interactividad:
Es el énfasis en el diseño, permite revisar causas de los errores, ejem-
pliﬁcaciones y simulaciones, además, el foro de discusión posibilita las
preguntas y la ayuda entre usuarios de la página y el administrador.
Tabla 3.2: Aspectos del OVA en la propuesta
el tema, o preferiblemente a manera de complemento y profundización del trabajo realizado
en el aula; y es que su diseño involucra una agradable apariencia, que facilita y promueve su
navegación por las diversas unidades didácticas y contenidos, pudiéndose acceder de forma
libre, con lo cual se puede motivar a que esta herramienta se potencialice y promueva como
fundamento para que se construyan otros sitios similares según las necesidades de cada
docente y contexto.
El uso de esta herramienta es indispensable como parte de la propuesta didáctica a ﬁn
de motivar su utilización junto con otros materiales digitales reutilizables. Y es que el tema
dominante hoy en el ámbito educativo no es el del mayor acceso a más información. El reto
a que realmente se enfrentan los estudiantes es el de ordenar y dar sentido a la cantidad
ingente de material disponible. Es imposible asimilar de forma adecuada toda la información
existente ni siquiera en un área reducida de conocimiento. Esta explosión de información y
los diversos avances en el terreno de las comunicaciones hacen necesarios nuevos enfoques
que ayuden a gestionar la situación [20].
Requisitos Técnicos Mínimos
El OVA al ser un recurso en línea, busca en lo posible que los requisitos mínimos reque-
ridos sean de uso común, ya que se requiere tener en consideración dichos soportes en pro
de garantizar su normal funcionamiento, estas son:
• Conexión a internet banda ancha.
• Microsoft Windows 2000, XP, o Vista.
• Microsoft Oﬃce 2003 o más reciente.
• Exploradores Chrome, Mozilla, Mac o Linux.
• Java instalada y actualizada desde http://java.com/es/, si existen problemas de permi-
so en la ejecución revise http://www.java.com/es/download/help/jcp_security.xmlcontrol
panel.
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• Geogebra.
3.3.2. Tutorial sobre el contenido del OVA
A continuación se presenta el aspecto de la página web y la descripción detallada de su
contenido, complementado con la motivación, la intencionalidad y las estrategias involucra-
das que buscan facilitar la navegación siguiendo la secuencia de actividades:
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1. Introducción:
La página de inicio busca evidenciar de forma ágil y precisa los elementos y contenidos
de la propuesta, además de promover una ruta a seguir que se pueda llegar a imple-
mentar, y así orientarse el desarrollo de la secuencia de actividades de acuerdo a los
objetivos. Esta vista general busca no contener elementos distractores, pero a la vez
abarcar todos aquellos que se necesitan para garantizar en lo posible el alcance de las
intencionalidades.
2. Título:
Ocupa un lugar principal en la página inicial, la descripción elegida es Juego Justo,
por considerarse que resume la intencionalidad de la propuesta y además, debe tenerse
como referente de todas las actividades que se realizan, ya que signiﬁcación será el
objetivo central.
3. Procesos:
Las imágenes centrales en la página se destinan para recalcar la importancia en los
procesos de autoaprendizaje y ambientes virtuales, de estrategias que se involucran
para lograr fundamentar la propuesta: la participación, la incertidumbre, el análisis y
la decisión, serán elementos que motivan y evidencian el avance en la apropiación de
habilidades, donde la probabilidad y el juego justo se involucran de forma cercana.
4. Imágenes sobre Juego Justo:
Es una secuencia de imágenes que buscar un acercamiento visual a los términos que se
involucran en los problemas y situaciones, además delimitar el campo de trabajo, ya
que ayuda a asociarlas con términos que son parte del lenguaje cotidiano, y que ayudan
en la descripción e interpretación de las situaciones problema. Es importante que la
página sea llamativa, para que motive su desarrollo, que no se torne muy cargada y
que invite a explorarla promoviendo la curiosidad y el aprendizaje.
5. Video Tutorial:
Para garantizar que la navegación por la página se realice de la forma más cercana a
lo esperado, se implementa un video tutorial, que busca ser explícito y detallado en
cada uno de los elementos involucrados; es una estrategia que busca que docentes y
estudiantes reconozcan las características y funciones, siendo una forma de exponer el
cómo se accede a ellas.
6. Unidades Didácticas:
El ideal del OVA es abordarlo secuencial y completamente, su elemento estructural es
la unidad didáctica, de las cuales son cuatro en total, distribuidas desde octavo hasta
once, en ellas podrá descargar respectivamente una guía para el docente, una guía para
el estudiante, una actividad de desarrollo y otra de profundización; sobre este material
se presenta una descripción general, que permita visualizar cuál es la intencionalidad.
Es necesario recordar los requisitos técnicos mínimos para que los archivos descargados
no presenten ningún problema de funcionamiento, al igual que activar con la tecla f5
las presentaciones diseñadas en Power Point y activar macros en las presentaciones de
Excel o según indicaciones que aparezcan según necesidades.
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Antes de desarrollar las actividades de desarrollo, se propone una actividad de explora-
ción denominada toma de decisiones, en la cual se plantean situaciones para diferenciar
el uso que le damos a justo y correcto, y así responder algunas preguntas especíﬁcas,
desde las cuales se hace una consolidación de las respuestas dadas de los estudiantes
para reﬂexionar sobre el uso del lenguaje. Las actividades buscan la interactividad y
la retroalimentación, además, se fundamentan en los lineamientos curriculares de ma-
temáticas, buscando ser consecuentes con los temas y tiempos que se abordan en los
colegios dentro de la estadística. Es así como el conjunto de actividades buscan ser
parte un refuerzo al proceso de enseñanza aprendizaje que se da en las aulas, por lo
cual se requiere de un trabajo previo del docente y de una orientación permanente. Las
respectivas unidades didácticas se describen con más detalle a continuación:
6.1. Unidad Didáctica Octavo (Actividades con Juegos de Azar):
La Unidad en su parte de desarrollo está compuesta por una actividad con la que espe-
cíﬁcamente se busca que el estudiante tome decisiones fundamentado en la probabilidad
de que el evento ocurra, para ésto se involucran juegos de azar con dados y con dominó
en las cuales se implementan básicamente situaciones donde la equiprobabilidad puede
cuantiﬁcarse mediante la regla de Laplace, además de promover la importancia del
análisis, de la organización de la información y del uso de técnicas de conteo, que son
básicos, pero que dejan entrever su importancia para el establecer espacios muestrales.
La segunda actividad es de profundización, y es una invitación a desarrollar activida-
des que exigen un reto mayor; es una estrategia con la que se busca evidenciar que la
probabilidad puede tener aplicaciones más complejas, pero que de fondo requieren de
un análisis similar. En esta parte cobra mayor funcionalidad la ayuda entre pares, el
análisis de resultados y la importancia de la toma de decisiones como evidencia de los
criterios que hagan una relación entre probabilidad y apuesta para que el Juego Justo
se dé entre los jugadores.
6.2 Unidad Didáctica Noveno (Actividades de Juegos con Balotas):
La Unidad en su parte de desarrollo presenta una actividad que involucra las balotas
como estrategia, buscando ser consecuente con las habilidades a desarrollar en noveno
grado, se requiere de complementar lectura, organización de información, complemen-
tación de ideas, análisis y generación de argumentos para llegar a tomar decisiones de
acuerdo con los requisitos del problema.
La segunda actividad al ser de profundización, complementa las balotas con el trabajo
sobre ruletas, en ella se hace uso de simuladores y de retos que se asocian directamente
al valor de la apuesta para que el juego sea justo, es donde se hace una mención espe-
cíﬁca al trabajo numérico en relación a la deﬁnición, lo cual será útil en la signiﬁcación
y objetivo central de la propuesta.
6.3 Unidad Didáctica Décimo (Actividades en azar en la cotidianidad):
La Unidad en su parte de desarrollo está fundamentada en el juego del baloto, pero
con un trabajo inicial sobre los tipos de criterios para tomar decisiones; se complejiza
por el hecho de que no solo la intención estará en obtener beneﬁcio, sino en el obtener
un equilibrio entre las partes, que será lo que se asocie al Juego Justo, donde las
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probabilidades y la apuesta nuevamente toman un papel central, además del objetivo
de reconocer situaciones en las cuales tiene aplicabilidad el concepto y poder asociarlas
a otras situaciones.
La segunda actividad es de profundización, y es un espacio para reconocer la imposibi-
lidad de predicción (azar) en muchas situaciones cotidianas, como es el caso del clima,
ante el cual se deben hacer predicciones y tomar decisiones, todos las tomamos de di-
ferente forma, por tanto parte de la revisión histórica de métodos que han promovido
medidas actuales como los seguros, ante necesidades que buscan mitigar el impacto
negativo, que a la larga es mejor que tomar riesgos sin control. Muestra la teoría, las
situaciones de reﬂexión y unas ideas a tener en cuenta.
6.4 Unidad Didáctica Undécimo (Actividades la probabilidad en las leyes de Mendel):
La Unidad Didáctica en su actividad No. 1 correspondiente a la parte de desarrollo
asocia las leyes de Mendel como una temática ya abordada en éste grado de bachillerato,
para ser tomada como ejemplo de asociación del azar, la probabilidad y del juego
justo en la biología, con esto se puede evidenciar la aplicación de estos conceptos a
otras ciencias, describiendo propiedades que cumple la probabilidad y haciendo una
descripción de como las deﬁniciones se asocian a situaciones problema que involucran
apuesta.
La segunda actividad es de profundización, es una estrategia para fortalecer el reco-
nocimiento del uso de la probabilidad en relación a la herencia, donde la recolección
de datos, la organización y el análisis de información, son y serán características nece-
sarias de desarrollar y fortalecer en el trabajo estadístico. La signiﬁcación se trabaja
desde el uso secuencial y complementario del concepto, no sólo de manera teórica, sino
el buscar llevarlo a la práctica y asociarlo a nuevas situaciones de comportamientos
inciertos, pero sobre las cuales debemos tomar decisiones aún con la incertidumbre que
se pueda tener.
7. Evaluación:
La actividad busca hacer uso de recursos en línea asociados al tema, para que se
conviertan en retos y así se motive su implementación, además, brindando una cuan-
tiﬁcación de los aciertos; con esto se busca hacer una revisión que ayude al docente
y al estudiante al reconocimiento de habilidades y diﬁcultades, y que además, se con-
sideren nuevas estrategias que se consideren pertinentes para mejorar la comprensión
y profundización. En esta parte del OVA también se brinda un medio de contacto y
colaboración entre pares.
8. Frases sobre lo justo:
La justicia se reconoce como el valor que fundamenta una formación ética desde la
cual es posible resaltar otros valores, la estadística con el Juego Justo hace un aporte
a esto, y es por ello que la formación desde la reﬂexión, es posible de complementarla
con mensajes e ideas que han trascendido por su signiﬁcado e interés que algunos
personajes han plasmado en textos cortos llenos de signiﬁcado. En ésta parte se hace
mención a algunas de éstas frases.
9. Aspectos Históricos sobre Azar y Probabilidad:
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La estadística y sus conceptos, son una construcción humana, formada desde la utili-
dad en la solución de problemas y necesidades que reconocen su importancia, esto es
evidencia de las aplicaciones y evolución que han tenido, que además puede llegar a
asociarse con la manera en que aprendemos. Para dar reconocimiento a la importancia
de aspectos históricos de algunos conceptos abordados en la propuesta, se plasman da-
tos acerca de autores y momentos que fueron necesarios para la formulación de teorías
sobre estadística, que actualmente se llevan al aula y hacen parte de estrategias que
utilizamos en nuestros análisis.
10. Video de Introducción:
Los recursos audiovisuales son herramientas que permiten de manera corta y general
exponer ideas para ayudar a la introducción de las temáticas a abordar, por tanto,
con el video que involucra la propuesta se busca evidenciar usos de los términos azar
y probabilidad para describir algunas situaciones especíﬁcas, además de ejempliﬁcar
cuando hay equiprobabilidad y la forma en que se cuantiﬁca. Es una versión general
que con el trascurrir de la propuesta, se va comprendiendo mejor el porqué de las ideas
expuestas.
11. Autores:
El conocimiento de quién elabora la propuesta para diversos motivos que pueden variar
desde la citación como referente, hasta la recepción de ideas y sugerencias sobre la
propuesta, puede ser de vital importancia en algún momento, por tanto se hace dicha
mención.
12. Información Institucional:
La Universidad de Nacional de Bogotá, la facultad de ciencias y la maestría en ense-
ñanzas de las ciencias exactas y naturales, es en términos generales el agradecimiento
a todos los recursos tanto humanos como físicos que aportaron a la realización de la
propuesta.
CAPÍTULO 4
Propuesta de actividades
La propuesta está dirigida a los estudiantes de los grados octavo, noveno, décimo y
undécimo del Colegio Aquileo Parra IED de la jornada de la tarde, donde como docente
de matemáticas considero que se deben buscar estrategias que acerquen las intenciones de
enseñanza con los resultados obtenidos; por tanto, se deben reconocer los factores propios
del contexto e intentar establecer una estrategia dinámica y motivante, que haga énfasis
en los intereses de los estudiantes, dándoles posibilidades para que indaguen, analicen y
propongan, orientados desde secuencias de enseñanza que involucren etapas de exploración
y de retroalimentación, con desafíos que promuevan el desarrollo de habilidades en el dominio
de la probabilidad, todo con la ﬁrme intención de buscar un cambio en la educación, pero no
ignorando los métodos tradicionales, sino retomando lo que pueda aportar a la propuesta, y
complementarlo en pro de mejorar la identiﬁcación de los fenómenos cotidianos y del uso de
la probabilidad en la cotidianidad.
En nuestros colegios encontramos que los recursos que se tienen se les da un uso superﬁ-
cial, y siendo incuestionable la importancia de comunicar y compartir las nuevas propuestas
de enseñanza, es provechoso que surjan propuestas didácticas para la enseñanza de las cien-
cias, donde la facilidad de acceso, el trabajo colaborativo y la posibilidad de interacción
logren un mayor impacto y alcance de los objetivos de este tipo de propuestas, que motivan
a que otros docentes construyan y compartan nuevas propuestas sobre éste u otros temas,
logrando que se fortalezca el trabajo colaborativo, tan importante en la actualidad para ex-
plorar y fortalecer dentro de la enseñanza. Sin desconocer que la propuesta es parte de un
conjunto de actividades descritas dentro del PEI del colegio, en el que se busca estimular y
reforzar el pensamiento lógico matemático, el uso de las TICs y el trabajo en estadística.
En la institución educativa se cuentan con espacios y equipos tecnológicos necesarios para
la implementación de un OVA, entre ellos, nos centraremos en el aula de informática y el
aula de tecnología, los cuales cuentan con computadores portátiles y video Beam con acceso
a internet. Además, en los estudiantes encontramos que pueden acceder a un computador,
que en su mayoría es propio, el cual además tiene acceso a internet; ésta herramienta que
viene desplazando el uso de bibliotecas, ha hecho que se desarrollen habilidades para el
uso de diferentes herramientas tecnológicas, pero se busca que no sea solamente a manera de
distracción, sino que se logre promover el uso educativo con la implementación de actividades
propias de los procesos de enseñanza-aprendizaje de los estudiantes.
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Respecto al desarrollo del pensamiento lógico matemático, los estudiantes en general
se les olvidan los métodos y conceptos que han trabajado en años anteriores, generándose
problemas en el desarrollo de un proceso continuo de enseñanza, además, consideran necesaria
la presencia del docente, debido a que él promueve la orientación y retroalimentación para
aclarar inquietudes, validar los procesos y argumentos que construyen, se pensaría que una
forma de disminuir la necesidad de la presencia permanente del docente, la podrían brindar
los ambientes virtuales de aprendizaje, pero para esto se requiere de superar o al menos
mitigar diﬁcultades como el acceso a internet y el uso formativo de herramientas informáticas.
Los conocimientos sobre probabilidad, se centran principalmente en la regla de Laplace,
desde la cual cuantiﬁcan lo que se espera desde el sentido común; también reconocen que
la cuantiﬁcación de la probabilidad de la ocurrencia de un evento especíﬁco es un número
entre 0 y 1 (incluidos) y argumentan con descripciones como: es seguro, muy probable, hay
menor opción, es imposible entre otros aﬁnes, con lo cual se reﬁeren al grado de creencia
sobre la ocurrencia de un evento en una situación aleatoria; algunos de ellos muestran su
agrado e interés por las matemáticas, en especial por su componente lúdico, como los juegos
matemáticos y la resolución de problemas.
En el colegio el trabajo de la estadística se desarrolla con una intensidad horaria de una
hora a la semana, su enseñanza se centra hacia el desarrollo individual, demostrativo y prác-
tico desde las situaciones de juego, reconociéndose que los estudiantes son muy receptivos a
este tipo de dinámicas, además, se enseña haciendo uso de expresiones algorítmicas asocia-
das a una información especíﬁca, con deﬁciencias para promover el desarrollo de argumentos
acerca de los cuestionamientos que pueden surgir respecto a una situación. Es necesaria
la construcción de la probabilidad de forma experimental, fundamentado desde situaciones
aleatorias, y buscar que se facilite en los estudiantes la descripción de estrategias de análisis
en situaciones prácticas, para complementar el uso de la regla de Laplace al cuantiﬁcar la
probabilidad de un evento.
4.1. Delimitación
Tomando como referencia las características generales de la población con que cuenta el
Colegio Aquileo Parra IED JT en el año 2013, el cual es un colegio Distrital, ubicado en
la Localidad de Usaquén de la ciudad de Bogotá D.C.; la propuesta se dirige a estudiantes
entre los 12 y los 19 años, que hacen parte de un total cercano a los 640 estudiantes de
bachillerato, con estrato socioeconómico ubicados en los niveles 1, 2 y 3; quienes además se
caracterizan por ser provenientes de familias que viven cerca al colegio, y que en su mayoría
llevan una permanencia de al menos un año.
4.2. Metodología de las actividades
Se construirá una secuencia de unidades didácticas, en las cuales se deﬁnen situaciones y
juegos con indicaciones puntuales, que deﬁnen un proceso orientado hacia temas distribuidos
para algunos grados durante la secundaria, así:
• Unidad Didáctica 1 (Grado 8◦): Juegos con dados.
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• Unidad Didáctica 2 (Grado 9◦): Juegos con balotas y ruletas.
• Unidad Didáctica 3 (Grado 10◦): Juegos relacionados con situaciones de la cotidianidad.
• Unidad Didáctica 4 (Grado 11◦): Juegos relacionados con lo cientíﬁco (Leyes de Men-
del).
El desarrollo de la secuencia de las cuatro unidades didácticas se organizará desde la
construcción de un OVA haciendo uso de la plataforma WIX, como una herramienta peda-
gógica que facilite el acceso, y beneﬁcie la enseñanza-aprendizaje, el seguimiento de procesos,
la interacción y retroalimentación, donde la implementación de la propuesta se fortalezca y
complemente el trabajo presencial de aula. Además, se deben generar en los estudiantes
estrategias de autoaprendizaje, fomento de interés, facilidad en el uso de recursos y en el
acceso a ellos, entre otros elementos que se puedan potenciar.
4.3. Unidades didácticas
Desarrollan de manera especíﬁca temas asociados a cada uno de los grados, las cuales
deben ser preferiblemente abordadas de forma secuencial, en búsqueda de complementar los
aprendizajes y estrategias de análisis que se buscan potencializar. Se caracterizan por una
estructura que enmarca en dos formatos de guía de actividades, uno para el estudiante y
otro para el docente, en los cuales se describen respectivamente los elementos de su interés
respecto a la propuesta.
Las unidades didácticas han sido construidas buscando responder a las necesidades de los
maestros en distintos contextos, puesto que es una alternativa didáctica en la enseñanza de
la probabilidad; además, las actividades didácticas son el centro del proceso de enseñanza-
aprendizaje, son planiﬁcadas por el docente y deben convertirse en experiencias signiﬁcativas
para los estudiantes, en las que se van construyendo signiﬁcados a través de sucesivas apro-
ximaciones. Las actividades se han organizado fundamentados en un modelo constructivista,
con distintos tipos de actividades que tienen ﬁnalidades muy especíﬁcas como:
• Actividades de exploración o de explicitación inicial: Sitúan al estudiante en el
tema de estudio y buscan captar su atención.
• Actividades de introducción de los nuevos conocimientos: Promueven a que el
estudiante interactúe con el material de estudio.
• Actividades de estructuración y síntesis: Construcción del conocimiento como
consecuencia de las interacciones dadas en el proceso de enseñanza-aprendizaje.
• Actividades de aplicación: Lograr el uso de los conceptos en nuevas situaciones y
contextos.
Dentro de la propuesta las actividades se distribuyen así (ver Tabla 4.1):
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Grado Unidad didáctica Aspecto a desarrollar Evaluación y retroali-
mentación
Octavo Dados Diferenciar las ventajas y
desventajas de las deﬁnicio-
nes clásica y frecuencial de
probabilidad
Uso de simuladores,
foro y actividades in-
teractivas
Noveno Balotas y Ruletas Construir una deﬁnición de
Juego Justo desde el ries-
go y ganancia en la apuesta
desde toma de decisiones
Toma de decisiones,
uso de representacio-
nes, foro y simulado-
res.
Décimo Situaciones cotidianas Reconocer implicaciones de
Juego Justo en situaciones
de riesgo en toma de segu-
ros.
Implicaciones del jue-
go justo en la toma de
decisiones, uso del fo-
ro.
Undécimo Situaciones cientíﬁcas Asociar aplicaciones del jue-
go Justo en decisiones rela-
cionadas con otras ciencias
(la biología)
Relación del juego jus-
to, las leyes de Mendel
y el uso del foro.
Tabla 4.1: Unidades didácticas
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4.4. Unidad didáctica No. 1
Título de la unidad didáctica: Juegos con dados.
Número de sesiones: 3.
Temporalización: 6 horas.
Área: Matemáticas.
Asignatura: Estadística.
Grado al que va dirigida: Octavo.
Justiﬁcación de la unidad: Para promover bondades de la enseñanza de la proba-
bilidad, inicialmente se debe identiﬁcar de forma intuitiva su importancia para describir
situaciones aleatorias, donde la implicación de las decisiones tomadas sea la herramienta
para evidenciar los criterios que describen el por qué escoger una u otra opción. Los dados
son la excusa para motivar el cálculo de probabilidades, ya que son un material conocido,
que históricamente dio inicio al trabajo en éste campo de la estadística y que se relaciona
con propiedades de equiprobabilidad de eventos, que serán posibles de relacionar con otros
materiales y conceptos.
Preconceptos: El trabajo de la unidad requiere inicialmente del reconocimiento de la
descripción de conceptos que permitirán el análisis de las situaciones problema planteadas,
es así como se hace necesario reconocer que dichos conceptos son:
• Experimento Aleatorio: En el que conocemos los posibles resultados pero en el que no
se puede predecir cuÃ½l es el que se va a obtener.
• Espacio Muestral: Conjunto de los posibles resultados de una experiencia aleatoria.
• Evento: Todo subconjunto del espacio muestral, es necesario hacer énfasis en que los
hay simples y compuestos.
• Eventos Mutuamente Excluyentes: Dos eventos son mutuamente excluyentes si no pue-
den ocurrir en forma simultánea, esto es, si y sólo si su intersección es vacía.
• Eventos Independientes: Dos o más eventos son independientes si al ocurrir o no ocurrir
un evento no afecta la probabilidad de ocurrencia de otro evento.
Objetivos didácticos (Cn: Competencia):
1. Fomentar la uso de recursos digitales interactivos.
C1: Explora las herramientas presentes en el Objeto Virtual de Aprendizaje.
2. Promover la realización de ejercicios planteados en Wix.
C2: Analiza el problema expuesto para que sea coherente el proceso de solución.
3. Establecer procesos para la solución de situaciones problema.
C3: Describe qué comprende respecto a una situación aleatoria especíﬁca.
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4. Ejercitar procesos y algoritmos relacionados a las representaciones de probabilidad.
C4: Interpreta y representa mediante expresiones que se asocian una situación proble-
ma.
5. Distinguir la teoría de probabilidad de las ideas intuitivas.
C5: Reconocer los conceptos estadísticos presentes en cada problema.
6. Comunicar y razonar sobre las decisiones y explicaciones desde otros procedimientos.
C6: Justiﬁcar los procesos propuestos y complementarlos con otros.
Objetivos introducidos:
• O1: Promover los conceptos básicos asociados a la teoría de probabilidad.
• O2: Modela procesos para la resolución de fenómenos aleatorios.
• O3: Argumenta y toma decisiones a partir de la cuantiﬁcación de la probabilidad de
ocurrencia o no de un evento.
Estándares de Matemáticas: Según los Estándares Básicos de Competencias en Mate-
máticas, los niveles de avance en el desarrollo de competencias se enmarcan en el pensamiento
aleatorio y sistemas de datos de grados sexto a séptimo (buscando garantizar el desarrollo
de las bases que requiere la propuesta), al cual se le asocian las siguientes descripciones:
• E1: Uso modelos para discutir y predecir posibilidad de ocurrencia de un evento.
• E2: Conjeturo acerca del resultado de un experimento aleatorio usando proporcionali-
dad y nociones básicas de probabilidad.
• E3: Predigo y justiﬁco razonamientos y conclusiones usando información estadística.
Contenidos introducidos:
• Equiprobabilidad.
• Regla de Laplace.
• Toma de decisiones.
Descripción de la Actividad: Consta de tres sesiones interactivas a desarrollarse en
tiempos de dos horas respectivamente; la primera corresponde a la inducción al curso, donde
se sugiere revisar su estructura y las indicaciones generales sobre la secuencia propuesta y
usos del foro; continua con la actividad inicial para que desde las nociones previas se cons-
truya la noción de Juego Justo. La primera parte del desarrollo se denomina juegos con
dados, la cual presenta seis situaciones con su correspondiente retroalimentación; la segunda
se denomina juego sobre dados, que requiere de dos jugadores para que a partir de las indi-
caciones se establezca una estrategia ganadora.
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Desarrollo de los contenidos. Actividades a desarrollar:
Sesión 1: - Objetivos: 1, 2.
- Duración: 2 horas.
- Lugar: Aula Sistemas.
- Estándares: 2.
- Recursos: Actividad Revisión Conceptos Previos, orientación del docente.
Sesión 2: - Objetivos: 1, 2.
- Duración: 2 horas.
- Lugar: Aula sistemas.
- Estándares: 1, 2, 3.
- Recursos: Actividad No. 1 Juegos con dados.
Sesión 3: - Objetivos: 2, 3.
- Duración: 2 horas.
- Lugar: Aula Sistemas.
- Estándares: 1, 2, 3.
- Recursos: Actividad No. 2 Dados de colores.
Competencias básicas desarrolladas:
• Uso de la cuantiﬁcación de la probabilidad para la toma de decisiones.
• Navega por las herramientas virtuales del curso para resolver situaciones especíﬁcas,
formando hábitos de autoestudio.
Criterios de evaluación:
• Observación sistemática de las actividades, participación, cooperación y actitudes de
los estudiantes.
• Revisión de los procesos construidos, ejercicios, lecturas y memorizaciones.
• Diálogos y entrevistas para conocimiento y seguimiento de los avances y diﬁcultades
en el aprendizaje de los contenidos de la Unidad.
• Uso del foro y de los aportes para un trabajo colaborativo.
Criterios de evaluación introducidos:
• Cambios procedimentales a partir de las retroalimentaciones expuestas.
• Argumentos en las decisiones adoptadas durante el desarrollo de la actividad.
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4.5. Unidad didáctica No. 2
Título de la unidad didáctica: Juegos con balotas y ruletas.
Número de sesiones: 2.
Temporalización: 4 horas.
Área: Matemáticas.
Asignatura: Estadística.
Grado al que va dirigida: Noveno.
Justiﬁcación de la unidad: Los juegos de azar son uno de los principales intermediarios
entre las nociones probabilísticas y la teoría, es así como lo estudiantes pueden compren-
der las características de las situaciones aleatorias y logran a partir de la comparación de
las probabilidades de los sucesos implicados, formular estrategias para decidir cuándo un
juego es justo o no. Las concepciones son indudablemente un factor que está presente en
las interpretaciones y predicciones sobre situaciones de incertidumbre, donde la esperanza
matemática esté presente en la toma de decisiones, al percibirse que un juego es justo si
existe igual probabilidad de ganar para todos y además el premio sería el mismo; pero si las
probabilidades de ganar son distintas, el valor del premio o premios en juego puede volver
el juego justo si la esperanza matemática es igual para todos.
Preconceptos: El trabajo de la unidad requiere inicialmente del reconocimiento de la
descripción de conceptos que permitirán el análisis de las situaciones problema planteadas,
es así como se hace necesario reconocer que dichos conceptos son:
• Esperanza Matemática: Producto de la probabilidad de ganar por la cantidad que se
obtiene como premio.
• Extracción con Reemplazamiento: En un experimento después de extraer el elemento
para su observación, se regresa a su lugar antes de hacer una nueva extracción.
• Frecuencia: Cantidad de veces que se presenta un evento especíﬁco.
• Ruleta: Juego de azar en el que una rueda se divide en sectores para establecer en cuál
de ellas indicará el marcador.
• Balota: Pelota o bola pequeña caracterizada por un color y un número.
Objetivos didácticos (Cn: Competencia):
1. Fomentar el análisis de simulaciones de situaciones aleatorias.
C1: Identiﬁca regularidades en el comportamiento de situaciones aleatorias.
2. Promover la experimentación como herramienta para la comprobación de hipótesis.
C2: Veriﬁca los procesos y los complementa haciendo uso de la experimentación.
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3. Establecer diferentes estrategias para la comparación de probabilidades.
C3:Hace uso práctico de la relación entre casos posibles y casos favorables.
4. Establece un criterio de proporcionalidad en una fracción y lo aplica a otra.
C4: Interpretar descripciones verbales para describirlas simbólicamente.
5. Reconoce las condiciones para que un juego sea justo.
C5: Establecer alternativas para que un juego que no es justo lo llegue a ser.
6. Comunicar y razonar sobre las decisiones y explicaciones desde otros procedimientos.
C6: Justiﬁcar los procesos propuestos y complementarlos con otros.
Objetivos introducidos:
• O1: Reconocer cuando los eventos son equiprobables o no para todos los jugadores.
• O2: Establecer las condiciones para que un juego sea justo.
• O3: Fomentar el uso de las simulaciones como método de veriﬁcación de hipótesis.
Estándares de Matemáticas: Según los Estándares Básicos de Competencias en Mate-
máticas, los niveles de avance en el desarrollo de competencias se enmarcan en el pensamiento
aleatorio y sistemas de datos de grados octavo a noveno, al cual se le asocian las siguientes
descripciones:
• E1: Comparo resultados de experimentos aleatorios con los resultados previstos por un
modelo matemático probabilístico.
• E2: Calculo probabilidad de eventos simples usando métodos diversos (listados, dia-
gramas de árbol, técnicas de conteo).
• E3: Uso conceptos básicos de probabilidad (espacio muestral, evento, independencia,
etc.).
Contenidos introducidos:
• Esperanza matemática.
• Simuladores.
• Juego Justo.
Descripción de la Actividad: Consta de dos sesiones interactivas a desarrollarse en
tiempos de dos horas respectivamente; las actividades corresponden al desarrollo de situa-
ciones que ejempliﬁcan el juego justo y su aplicación a situaciones con balotas y ruletas. La
primera actividad de desarrollo se denomina juego con balotas, en la cual se presenta un
simulador en el cual se varían unas condiciones en busca de analizar su comportamiento; la
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segunda actividad de refuerzo se denomina juego con ruleta, en la cual se hace una retroali-
mentación acerca de las bondades del juego justo.
Desarrollo de los contenidos. Actividades a desarrollar:
Sesión 1: - Objetivos: 1, 2, 3.
- Duración: 2 horas.
- Lugar: Aula Sistemas.
- Estándares: 1, 2, 3.
- Recursos: Actividad Juego con Balotas.
Sesión 2: - Objetivos: 1, 2, 3.
- Duración: 2 horas.
- Lugar: Aula sistemas.
- Estándares: 1, 2, 3.
- Recursos: Actividad Juego con Ruletas.
Competencias básicas desarrolladas:
• Establecer estrategias para comparar las probabilidades de dos eventos.
• Uso de simuladores como herramientas de veriﬁcación de hipótesis.
Criterios de evaluación:
• Observación sistemática de las actividades, participación, cooperación y actitudes de
los estudiantes.
• Revisión de los procesos construidos, ejercicios, lecturas y memorizaciones.
• Reconocimiento de las simulaciones como herramienta de enseñanza-aprendizaje.
• Participación en el foro centrada en la estrategia para volver justo el juego.
Criterios de evaluación introducidos:
• Aplicación de la esperanza matemática de forma práctica y teórica.
• Reconocimiento de la posibilidad de volver justo un juego que no lo era.
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4.6. Unidad didáctica No. 3
Título de la unidad didáctica: Situaciones de la cotidianidad.
Número de sesiones: 2.
Temporalización: 4 horas.
Área: Matemáticas.
Asignatura: Estadística.
Grado al que va dirigida: Décimo.
Justiﬁcación de la unidad: En las situaciones cotidianas es cuando más percibimos
que no podemos predecir con certeza que va a ocurrir, pero que debemos tomar algún tipo
de decisión a partir de criterios que buscan tener la mayor posibilidad de control sobre la
incertidumbre; estas situaciones son de diferente naturaleza, encontrando por ejemplo las
que tienen que ver con el clima, las ﬁnanzas, el tiempo de espera, las ofertas, los precios de
servicios, las loterías, etc. Es indudable como las probabilidades están presentes y los precon-
ceptos sobre si se tienen las mismas posibilidades que el otro, si el premio es justo respecto
a la cantidad de riesgo, si hay desventajas, entre otros aspectos importantes de reﬂexionar
para comprender de mejor manera los riesgos que se toman, de los cuales muchas veces no
se piensa en las consecuencias a favor y en contra.
Preconceptos: El trabajo de la unidad requiere inicialmente del reconocimiento de la
descripción de conceptos que permitirán el análisis de las situaciones problema planteadas,
es así como se hace necesario reconocer que dichos conceptos son:
• Juego Equitativo: Cualidad que consiste no dar beneﬁcios a un jugador perjudicando
a otro, donde se le asigna el premio que le corresponde dependiendo del riesgo tomado.
• Probabilidad Frecuencial: es una medida obtenida de la experiencia de algún fenómeno
o experimento aleatorio que permite estimar a futuro un comportamiento. Sin embar-
go, no es deﬁnitiva, por lo que es importante saber interpretar los resultados que se
obtienen.
• Eventos dependientes: Dos o más eventos son dependientes cuando la ocurrencia o no
ocurrencia de uno de ellos afecta la probabilidad de ocurrencia del otro u otros.
Objetivos didácticos (Cn: Competencia):
1. Fomentar el reconocimiento de la toma de decisiones en la cotidianidad.
C1: Identiﬁca preconceptos que justiﬁcan su toma de decisiones.
2. Describe que tan justa es una situación especíﬁca a partir de información dada.
C2: Obtiene e interpreta información estadística presente en diversos medios.
3. Establece la proporcionalidad como estrategia de formulación de equidad.
C3: Reconoce las propiedades numéricas cuando una situación es justa.
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4. Reconoce cuando una situación no es justa y cómo volverla justa.
C4: Asocia la variación en el riesgo o en premios para que una situación sea justa.
5. Manipula relaciones entre representaciones simbólicas.
C5: Comprende el signiﬁcado de abstracciones sin referirse a objetos particulares.
6. Comunicar y razonar sobre las decisiones y explicaciones desde otros procedimientos.
C6: Justiﬁcar los procesos propuestos y complementarlos con otros.
Objetivos introducidos:
• O1: Reconocer situaciones cotidianas donde está presente la aleatoriedad.
• O2: Deﬁne criterios para reconocer cuando una situación es justa o no.
• O3: Establece y comunica métodos para equilibrar situaciones que no son justas.
Estándares de Matemáticas: Según los Estándares Básicos de Competencias en Mate-
máticas, los niveles de avance en el desarrollo de competencias se enmarcan en el pensamiento
aleatorio y sistemas de datos de décimo a undécimo, al cual se le asocian las siguientes des-
cripciones:
• E1: Describo tendencias que se observan en conjuntos de variables relacionadas.
• E2: Resuelvo y planteo problemas usando conceptos básicos de conteo y probabilidad.
• E3: Interpreto y comparo resultados de estudios con información estadística provenien-
tes de medios de comunicación.
Contenidos introducidos:
• Eventos desiguales.
• Probabilidad frecuencial.
Descripción de la Actividad: Consta de dos sesiones interactivas a desarrollarse en
tiempos de dos horas respectivamente; las actividades corresponden al desarrollo de argu-
mentos para reconocer cuando una situación es justa en relación al pago por un servicio o
riesgo adquirido, promoviendo la construcción de representaciones asociadas al Juego Justo.
La primera actividad de desarrollo se denomina precio del baloto, en la cual a partir de
una lectura orientadora, se generan algunas preguntas orientadoras; la segunda actividad se
denomina precio de seguros, en la cual se hace una retroalimentación sobre la utilidad de
juego justo como criterio para establecer una cantidad a invertir dependiendo el riesgo.
Desarrollo de los contenidos. Actividades a desarrollar:
Sesión 1: - Objetivos: 1, 2, 3.
- Duración: 2 horas.
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- Lugar: Aula Sistemas.
- Estándares: 1, 2, 3.
- Recursos: Actividad precio del Baloto.
Sesión 2: - Objetivos: 1, 2, 3.
- Duración: 2 horas.
- Lugar: Aula sistemas.
- Estándares: 1, 2.
- Recursos: Actividad precio de seguros.
Competencias básicas desarrolladas:
• Comparación de probabilidades haciendo uso del criterio de multiplicación.
• Obtiene información de diversos medios para generar una reﬂexión justiﬁcada.
Criterios de evaluación:
• Observación sistemática de las actividades, participación, cooperación y actitudes de
los estudiantes.
• Relación de procesos de cuantiﬁcación de probabilidad con las representaciones.
• Formulación de criterios para deﬁnir si una situación es justa o no.
• Participación en el foro para comunicar y complementar sus alcances.
Criterios de evaluación introducidos:
• Argumentos para equilibrar situaciones que no son justas.
• Reﬂexión sobre la importancia de la toma de decisiones ante la aleatoriedad.
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4.7. Unidad didáctica No. 4
Título de la unidad didáctica: Situaciones cientíﬁcas (Leyes de Mendel).
Número de sesiones: 3.
Temporalización: 6 horas.
Área: Matemáticas.
Asignatura: Estadística.
Grado al que va dirigida: Undécimo.
Justiﬁcación de la unidad: Fundamentados en la noción de competencia matemática,
encontramos la prioridad que se le da al desarrollo de habilidades y al dominio de competen-
cias en relación al uso de los conceptos, haciendo uso de proposiciones, sistemas y estructuras
matemáticas como herramientas para llevar a la práctica determinados tipos de pensamiento
lógico y matemático dentro y fuera de la institución educativa, siendo éste tipo de evidencia
de uso del concepto, uno de los ﬁnes esperados del proceso educativo. Se busca formular,
plantear, transformar y resolver problemas a partir de situaciones de la vida cotidiana, de
las otras ciencias y de las matemáticas mismas, para ello se requiere analizar la situación,
identiﬁcar lo relevante en ella, establecer relaciones entre sus componentes y con situaciones
semejantes, formarse modelos mentales de ella y representarlos externamente en distintos
registros, formular distintos problemas, posibles preguntas y posibles respuestas que surjan
a partir de ella. Estas actividades también integran el razonamiento, al exigir la formulación
de argumentos que justiﬁquen los análisis y procedimientos realizados y la validez de las
soluciones propuestas [3].
Preconceptos: El trabajo de la unidad por parte de los estudiantes requiere del reco-
nocimiento de conceptos relacionados con la biología, en especial aquellos que se asocian
con la teoría sobre herencia denominada Las Leyes de Mendel, lo cual facilitará el análisis
de las situaciones problema planteadas, la formulación de procesos para su resolución y la
fundamentación de ideas para sus argumentos; por tanto se considera necesario la revisión
de conceptos como:
• Planta Raza Pura: Es un linaje que mantiene constantes sus caracteres a través de
las generaciones de reproducción sexual, ya sea por autofecundación o por fecundación
cruzada con otras plantas de la misma línea.
• Planta Híbrida: Es el resultado del cruce de genotipos diferentes.
• Dominante: En un organismo híbrido, al gen que evita la expresión del otro gen se le
llama dominante. El gen que no se expresa se llama recesivo.
• Gameto: Célula reproductora propia de los seres vivos con reproducción sexual: en los
seres humanos, el gameto masculino es el espermatozoide y el femenino el óvulo.
• Fenotipos: Es la apariencia externa de un organismo.
• Genotipos: Es la constitución genética de un organismo.
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• Homocigoto: Organismo en el cual los dos genes para una característica dada son
iguales.
• Heterocigoto: Organismo en el cual los dos genes para una característica dada son
diferentes.
Objetivos didácticos (Cn: Competencia):
1. Explora material interactivo del sitio web buscando aclarar inquietudes.
C1: Reconoce la intencionalidad del material involucrado en las actividades propuestas.
2. Desarrolla y argumenta las situaciones problemas expuestas en la actividad.
C2: Analizar el problema expuesto para que sea coherente el proceso de solución.
3. Realiza consultas que puedan ayudar en la comprensión del tema.
C3: Reconoce la importancia de reconocer el signiﬁcado del lenguaje involucrado.
4. Describe la probabilidad en relación a las leyes de Mendel.
C4: Interpretar representaciones y las utiliza para dar soluciones al problema.
5. Utiliza la multiplicación de probabilidades como estrategia de cuantiﬁcación.
C5: Reconoce propiedades de los conceptos y las aplica.
6. Comunicar y razonar sobre las decisiones y explicaciones desde otros procedimientos.
C6: Justiﬁcar los procesos propuestos y complementarlos con otros.
Objetivos introducidos:
• O1: Relaciona el juego justo con la teoría de Mendel.
• O2: Modela situaciones cientíﬁcas que involucran aleatoriedad.
• O3: Analiza, toma decisiones y comunica estrategias de solución fundamentadas en el
uso de conceptos relacionados con la probabilidad.
Estándares de Matemáticas: Según los Estándares Básicos de Competencias en Mate-
máticas, los niveles de avance en el desarrollo de competencias se enmarcan en el pensamiento
aleatorio y sistemas de datos de décimo a undécimo, al cual se le asocian las siguientes des-
cripciones:
• E1: Describo tendencias que se observan en conjuntos de variables relacionadas.
• E2: Resuelvo y planteo problemas usando conceptos básicos de conteo y probabilidad.
• E3: Diseño experimentos aleatorios (de las ciencias físicas, naturales o sociales) para
estudiar un problema o pregunta.
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Contenidos introducidos:
• Juego Justo.
• Leyes de Mendel.
• Multiplicación de probabilidades.
Descripción de la Actividad: Se divide en tres momentos, a desarrollarse en tiempos
de dos horas respectivamente; el primer momento corresponde a la inducción al tema de las
leyes de Mendel, su terminología y trabajo con la actividad interactiva que deja el plantea-
miento de las situaciones problema; en el segundo momento se revisa las probabilidades en
las leyes de Mendel, para lo cual se accede al material interactivo de retroalimentación y el
tercer momento, involucra la comunicación de resultados y la resolución de la evaluación de
selección múltiple, en la cual podrán hacer uso de la herramienta del foro.
Desarrollo de los contenidos. Actividades a desarrollar:
Sesión 1: - Objetivos: 1.
- Duración: 2 horas.
- Lugar: Aula Sistemas.
- Estándares: 1, 2, 3.
- Recursos: La probabilidad en las leyes de Mendel.
Sesión 2: - Objetivos: 2.
- Duración: 2 horas.
- Lugar: Aula sistemas.
- Estándares: 2, 3.
- Recursos: El Juego Justo en la genética.
Sesión 3: - Objetivos: 3.
- Duración: 2 horas.
- Lugar: Aula sistemas.
- Estándares: 1, 2.
- Recursos: Evaluación Final y Análisis.
Competencias básicas desarrolladas:
• Reconocimiento de la probabilidad en las leyes de Mendel.
• Uso de la multiplicación de probabilidades como estrategia de cuantiﬁcación.
Criterios de evaluación:
• Observación sistemática de las actividades, participación, cooperación y actitudes de
los alumnos.
CAPÍTULO 4. PROPUESTA DE ACTIVIDADES 55
• Revisión de los procesos construidos, ejercicios, lecturas y memorizaciones.
• Diálogos y entrevistas para conocimiento y seguimiento de los avances y diﬁcultades
en el aprendizaje de los contenidos de la Unidad.
• Uso del foro como control de la participación y evaluación ﬁnal de la Unidad.
Criterios de evaluación introducidos:
• Cambios procedimentales a partir de las retroalimentaciones expuestas.
• Actividad interactiva en la cual se evalúa cuantitativamente los alcances de la propues-
ta.
Conclusiones
1. Con la primera unidad didáctica se superan obstáculos de origen ontogénico relaciona-
dos con los prejuicios que se tienen sobre la medida del azar, evidenciado en la búsqueda
de justiﬁcaciones para los hechos percibidos.
2. Con la segunda unidad se fortalece la distinción entre sucesos equiprobales y los no
equiprobables, al igual que el reconocimiento de la independencia entre los eventos,
todo fortalecido desde el uso de herramientas interactivas.
3. Con la tercera unidad se desarrollan estrategias de razonamiento sobre situaciones
donde la incertidumbre condiciona la toma de decisiones, fundamentada en la cuanti-
ﬁcación de la probabilidad y el equilibrio entre pérdidas y ganancias.
4. Con la cuarta unidad didáctica se consolida el uso del OVA como estrategia que facilita
los recursos y promueve el desarrollo autónomo del aprendizaje de la probabilidad y
de juego justo, visto desde diversos contextos.
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Trabajo futuro
• Realizar la implementación y análisis de la propuesta, reconociendo y socializando
posibles adecuaciones según las necesidades del contexto y del proceso de enseñanza.
• Socializar la propuesta para hacer de los OVAs un recurso deﬁnido a implementar en
la enseñanza de las ciencias.
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